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Fizyki uczymy st od urodzenia. Bawt sk grzechotk, czy ucac
chodzenia, musimy pagtowa zgodnie z jej prawami, chociaswiadomdaci
istnienia tych praw nabywamy dopiero w szkole, gdzdobyta w codziennym
obcowaniu z otoczeniem intuicja fizyczna zostajergpdkowana i ugta w formie
systematycznego wyktadu.

Ktopot z mechanik kwantow polega na tymze prawa nj rzadzace zupel-
nie nie przystaj do wspomnianej wiej intuicji. Zyjemy i zdobywamy nasze do-
$wiadczenie wswiecie, gdzie naturainjednostly dlugaici jest — powiedzmy-—
metr. Patrac nog w niebo obcujemy z odlegiciami niewspotmiernie wkszymi
— ale jw samo to déwiadczenie pozwala nam jednak od biedy wyoldrazbie
WszecKwiat. Nie ma jednak dwiadczenia, ktére dawaloby nam begmalni
kontakt zmystowy z odlegkgiami rzdu 10™°m (czyli poréwnywalnymi z
rozmiarami atoméw). Z przyczyn, ktérych nie znandwiat oghdany z takiej
perspektywy okazuje sby¢ jakosciowo inny, ni ten, ktéry widzimy na co dzie |
chodzi nie tylko o toze prawa fizyki w tyméwiecie @ inne: sam przedmiot tych
praw jest inny— samo pajcie materii ma zupetnie inny sens dwiecie ma-
kroskospowym a inny, gdy zejdziemy do poziomastizi elementarnej. To jest naj-
zupetniej innydwiat.

Zachodzi wgc pytanie, w jaki spos6b my, makroskopowe istotgzemy ten
swiat opisd&, skoro caly (prawie caly) stworzony przez nas apguogciowy
odnoszcy sk do fizyki klasycznej staje sbezuyteczny.

Aby na nie odpowiedzée musimy najpierw éwiadomi sobie, czym zaj-
muje sg¢ fizyka. W jednej ze swoich kgiek pan Stanistaw Lem dat padbwy
wyktad na temat relacji, jaka zachodzienry fizyka i matematyk}. Przyréwnat
matematyka do krawca, ktéry perfekcyjnie szyje ragenubrania, o rnej liczbie
rekawow i nogawek. Pracswop na pozor wykonuje dla samej tylko satysfakcji, a
nikomu niepotrzebne ubrania gromadzi w szafie. Zafesto oczywicie czysta
matematyka, ktéra obejmuje wszelkie teorie mateozaty, jakich s dorobilismy.
Do tej szafy zaglda fizyk poszukujcy "ubrania" pasuacego na jakiegostworka,
czyli na wycinek rzeczywistegéwiata, ktory fizykowi udato si zbada i opis&.
Fizyk zajmuje si wiec dopasowywaniem wdaiwych kawatkow matematyki do

1Stanistaw Lem: "Summa technologiae", rozdziat V.



fragmentow rzeczywistegéwiata, przy czym diawiadczalnicy zajmyj sic raczej
polowaniem na owe egzotyczne stworzenia a teorely@jduj satysfaka w
przeszukiwaniu tej szafy i korzystaniu z jej zassho

Bezparedni kontakt zmystowy, jaki mamy Zeviatem makroskopowym, nie
sktania do analizy zwzku matematyki z przyrad W S$wietle codziennego
dodwiadczenia, klasyczne prawa fizyki wydagie "oczywiste", czyli w tym wy-
padku wymylony przez Lema potworek, "jaki jest, 4dy widzi". Wiasciwie
dopiero mechanika kwantowa pozwala magwiadomic sobie doniosk mate-
matyki w badaniu przyrody. Jaki jest atomtego nikt nie widzi. Potworka nie
widaé. Udato s¢ tylko znaleé¢ ubranie (mechanigkwantova whasnie), ktore wkia-
damy na niewidzialnego potworka i w ktorym ten tstavydaje s¢ czut wcale
niezle, chocia mamy niejasne winie, ze niektdre elementy tego ubraniacby
moze s niepotrzebne (stala faza wektora stanu). Nie umigin jednak na razie
usury tak, aby reszta dobrze potworkowizsta.

Mamy wicc kawatek matematyki, ktéry zadowalep przystaje do mikro-
Swiata i ktorym umiemy si postugiwa@, wyliczajgc i przewidujc rezultaty
doswiadczer fizycznych, chocia prawdziwa natura tego mikiwiata (nasza
intuicja — prawdopodobnie bezadnych podstaw- domaga si istnienia takiej
"natury") pozostaje dla nas zakryta, albo w ogddeda s¢ okresli¢.

Nie ma wkc innej rady— czeka nas w zasadzie wyktad pewnego fragmentu
matematyki, pod ktory Przyroda zdecydowatamidtazy¢ tres¢ fizyczna.



FALE de BROGLIE'a

Fizycy teoretycy na ogo6t nie lubieksperymentowa Znacznie bardziej od
zmudnego regulowania przyddéw wok opowiadania o dawviadczeniach. Opo-
wiedzmy wkc sobie o pewnym dwiadczeniu, ktére moglibyny wykon&, ale na
szczscie nie musimy. Wynik tego dwiadczenia zapiera dech i od razu sygna-
lizuje, ze w naszym makroskopowym pojmowarsiwiata ukryte g podstawowe
bledy pogciowe.

Wezmy (w wyobrani) jakikolwiek krysztat i skierujmy na niego ke
elektronéw o ustalonymeplzie. Za krysztatlem ustawmy ekran pokryty czyep
zasygnalizuje i zaznaczy uderzenia elektronéw Kfipze). Elektrony oddziatyj z
atomami krysztatu, rozprasaagic na nich, i na kliszy wokét centralnej plamy po-
wstatej w miejscu, gdzie trafigjelektrony nierozproszone (ghiszai¢ elektronow
wiazki), pojawiaj sie punkty po uderzeniach pojedynczych rozproszonyektr®-
néw. Jeeli poczekamy odpowiednio dtugo, tak, aby tych pamkzebrato s wig-
cej, to zauwaymy, ze z poszczegodlnych punktéw zaczyna wiytania struktura
przypominajca obraz interferencyjny w niektére rejony kliszy elektrony uderzaj
czesciej, nz w inne. Eksperyment terelizie nieco przypominat znane ze szkoty
doswiadczenie z interferengjswiatta przepuszczonego przez seatiyfrakcyjm.
Trzeba by je tylko jakbzmodyfikowd tak, aby rozpraszanie ngsbwato na punk-
tach regularnie rozmieszczonych w przestrzeni yagjiarowej (zwykla siatka dy-
frakcyjna jest w tym sensie jednowymiarowa).

W naszym eksperymencie zauymy, ze im mniejsza &dzie "stala siatki"
(mozemy wyobrazt sobie nieistniejcy w rzeczywistéci krysztat o regulowane;j
odleglaici atoméw), tym bardziej rozsuarsiec na ekranie elementy struktury, kiér
zaobserwowadmy — zupetnie tak, jak w optycznym éleiadczeniu z siatkdyfrak-
cyjna: im blizej siebie g szczeliny, tym bardziej rozsué s prazki na ekranie.
(Warto w tym miejscu przypomniesobie, dlaczego takesdzieje — dla naszych
celow wystarczy "siatka" zémna z dwéch szczelin).

Nasz eksperyment z elektronami oderwairseco od rzeczywistai (krysz-
tat z regulowan odlegtdcia atomow). ldc za ciosem wyobimy sobie jeszczere
na drodze wizki elektronéw zamiast krysztatu stoi przestonanvoiha szczelinami,
czyli tak, jak w szkolnym daviadczeniu, tylko zamiasiiatta jest wizka elektro-
néw. Na ekranie powstarprazki ztozone z kropek- sladéw po uderzeniach elek-
tronow.

Nie pozostaje nam nic innego, jak pogddsie z myla, ze strumié padaj-
cych elektronéw zachowujecsiak fala ptaska.

A teraz, uwaga! Zmniejszamyegfos¢ strumienia elektronéw. Coraz dij
musimy zbiera punkty na kliszy, aby zobao&yrazki. W koncu powtarzamy do-



10 1. Fale de Broglie’a

Swiadczenie ze strumieniem elektronéw tak stabyenglektrony leg pojedynczo,
jeden na jaki czas. Powstaje doktadnie taki sam obraz intertsfag!!

Do tej chwili moglsmy sobie wyobrze¢, ze elektrony przelatage przez
jedmy ze szczelin "jak®' wspbipracuy z elektronami, ktére wpadly do drugiej
szczeliny, co w sumie daje obraz interferencyjnyekaanie. Ale jak zrozumée
przypadek, gdy elektrony lepojedynczo? Jeli wyobrazé sobie elektron przela-
tujacy przez jeda ze szczelin, to drugszczelir wypada wyobrazi sobie jako pu-
sta (mogto by jej w ogble w danej chwili nie &.

Musimy wiec porzuct wyobraenie castki elementarnej jako "matego
obiektu obarczonego mgdadunkiem itd." a w kadym razie musimy pogodzsie
z faktem,ze g takie sytuacje fizyczne, jak gj opisana, w ktérych to wyobranie
calkowicie zawodzi.

Wréémy do naszego eksperymentu. Analizupbraz na ekranie dowiadu-
jemy sk, ze strumieniowi elektronéw o ustalonyradzie wypada przypisa(przed
rozpraszaczem) falptasks o powierzchniach statej fazy prostopadtych do ki
pedu elektronéw, zwanfala de Broglie’al. Nie wiemy co tu "faluje" i prawdopo-
dobnie pytanie o nmik tej fali jest pozbawione sensu. Na tym etapemm pod-
stawy do podejrze ze w przestrzeni tréjwymiarowej oldlena jest funkcja poto-
zenia (i— czego nie sposob wykluazy- czasu), ktérej warté w danym punkcie
X i w danej chwilit (doktadniej— modut tej wartéci) odpowiedzialna jest za
gestos¢ prawdopodobieistwa znalezienia cgstki, do opisu ktérej fal te powota-
no. Okazuje si, ze modut wartéci funkcji falowej podniesiony do kwadratu, jest
rowny tej g:stasci prawdopodobigstwa.

Otrzymany na ekranie obrazapkow (czy uktad plamek, j@li uzywamy
krysztatu) obrazuje przekroj przez funkdplowa (jak sk okaze, zalenos¢ funkciji
falowej od czasu jest w rozwanym przypadku takiej naturye nie powoduje to
Zmieniania i w czasie przestrzennego rozktadu prawdopodshiea — dlatego
wihasnie moglémy klisze naswietla¢ dlugo i czek& na ujawnienie gistacjonarnego
rozktadu prawdopodobbstwa).

Funkcja falowa, ktoéra musimy tu powoté do zycia, jest zespolona. Nawet
zwykta falg (fale akustyczn na przyktad) da siopisa funkcja zespolon, chocia
w takim przypadku wystarczy funkcja rzeczywista.denika kwantowa wymaga
jednak- jak sk okazuje— siegniecia do funkcji zespolonych. Dla fali ptaskiej napi-
szemy WgC

(kx-at)

WY(x,t) = We

Przypomnijmy,ze wektor falowy K i parametré wiaza Sie — odpowied-
nio — z diugoscia fali A i czestoscia V "drgan" w ustalonym punkcie przestrzeni
wzorami

1 Louis de Broglie, 1924.
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Analizujac wyniki wspomnianych wkej szkolnych déwiadczé dowiedzie-
lismy sk, ze o rozktadzie interferencyjnych maksimoéw i miniméecyduje uktad
szczelin (tu — struktura krysztatu) i diugdali padajcej. Dowiedziebmy sk wte-

dy tez, ze prdkos¢ fazowaV; fali nie ma zwizku z tym rozktadem. Skoro wd —
(73
jak pamgtamy— V. = m to déwiadczenie z elektronami, o ktorym méwimy, nie

wyznaczy czstaici kotowej o .

Wr6¢my do wektora falowegdz , ktérego warté¢ bezwzgtdna ‘IZ‘ wiasnie
zmierzylkmy. Powtarzajc dawiadczenie z zyciem wizek elektronéw o rénych
znanych pdach P zorientujemy si, ze zachodzi zwizek P = nk | gdzie
7 =1,0540010* J (3ec Symbolem/ oznaczono podzielanprzez 271 staty
Plancka h = 6,625(110%* J [$ec.

Pozostata do wyznaczenia wai@zestosci kotowej & . Mozemy tu przy-
wota inne ddwiadczenie, polegage na wybijaniu elektronéw z powtok atomo-
wych przez fotony- tzw. efekt fotoelektryczny. Wyniki zgodne z tym diwiad-
czeniem uzyskuje si jezeli bilans energii, w ktorym uwzgliniamy energi fotonu,
energé potrzebm na wyrwanie elektronu z atomu i energiybitego elektronu,
przeprowadzony jest przy zakniu, ze foton odpowiadafy czstaici V niesie
energe

E=hv.

(Opisupc efekt fotoelektryczny wykonujemy krekw pewnym sensie przeciwny
do tego, ktory wyej wykonalémy w stosunku do elektronu. Obiekt, o ktérym byli-
smy wczeéniej przekonanize jest fad, jawi sk w tym dégwiadczeniu jako cistka—
foton wignie.) Sprébujmy przenié odnoszcy sk do fotonu zwizek E =hv na
funkcje falowa elektronu— na tym etapie nic oprécz intuicji nie uzasadniiego
kroku. Mamy wec fale:

i
L (pR-Et)
W(x,t) = we

odpowiadajca swobodnym elektronomo pedzie P i energii E .
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ZADANIE

Obliczy¢, jakiego rzdu s odlegt@gci atomoéw w krysztale, na przyktad
krysztale NaCl. Jonyastam rozmieszczone w siatce §dennej i wys¢puja W jej
narazach na przemian.

Jaka powinna ki predkos¢ elektronéw, aby diuge fali ptaskiej odpo
wiadapca strumieniowi elektronéw byta tego samegedtg co odlegtéci atomow
w krysztale?

Gestas¢ NaCl: 217 g/cm
Masy atomowe:

sodu: 23
chloru: 35

Masa elektronuwynosi 9,1010°%" Kg.

Liczba Avogadrowynosi N = 6,02x 1G° mol™.

Rozwigzujac zadanie dowiemy gize elektrony, ktére tu opisujemya gie-
relatywistyczne.

Przy okazji: intuicja podpowiadae prdkos¢ elektrondw opisanych fa
ptasky powinna by rownapredkosci fazowej tej fali. Prosty rachunek poke, ze
w tym miejscu intuicja nas zawodzi.




ROWNANIE
SCHRODINGERA

Czastka swobodna nie jest ciekawym obiektem fizyczn@hcielibyémy
umiet wypisywa funkcje falowe podobne do tej opisanej w poprzedrozdziale,
ale odpowiadajce elektronom innym, niswobodne, np. "lizacym po orbitach" w
atomie (konieczn@ uzycia cudzystowu stanie eijasna ntej). Oczekujemy,ze
narzdzie shiace do obliczania takich funkcjieldzie miato postaréwnania, ktore-
go ksztatt kdzie zaleat od warunkdw fizycznych, w ktérych gstka opisana po-
szukiwarn, funkcja falowa ma przebywé, czyli od zadanego pola sit.

Weczeniejsza dyskusja pozwolita esizorientowd, ze funkcja falowa jest
waznym pogciem — eksperyment z rozpraszaniem elektrondw sugepgjep nie
czastki, ale krypca s¢ za nimi ,w cieniu” funkcja falowa jest tym obiekte ktory
podlega dynamice, a gtkom pozostaje tylko ldytej funkcji postusznymi. Spo-
dziewamy si wigc, ze réwnanie, ktére ma odpowiadaa dynamik funkcji falo-
wej, i ktérego wtanie szukamy, powinno yformul tej rangi, co zasady dynamiki
Newtona w mechanice klasyczne;.

Dysponujemy na razie tylko jednym szczegllnym razamiem tego (nie-
Znanego na razie) rownania i to na dodatek tej fegprostszej wers;ji, ktéra odpo-
wiada przypadkowtzastki swobodnej

Jak zwykle, kiedy ze szczegbtu probujemy odtworzatasc, jest wiele ma-
liwosci. Moglibysmy na przyktad napisazwykle réwnanie falowe

(ﬂz a dzjlp 1 &

x T w)t vt

(K- (45
spetniane wszak przez funlsc}P(Y(,t) = llJOe'(km at) , gdzieVv = m jest— jak

wiemy — predkoscia fazowg fali. Réwnanie takie zastuguje na miano réwnarud-p
stawowego wtedy, gdy opisuje ruch fal w danyfrodku. Pedkos¢ propagacii fal
jest wtedy ustalona, zwiana z wlasriziami grodka i wbudowana na state do
réwnania. Jak sijednak przekonalmy, w naszym przypadku jest inaczej: nie ma
zadnego nénika fali (zadnego érodka) a pedkos¢ fali zalezy od pedkosci elek-
tronu (por. z uwagna kaicu ostatniego zadania), czyli nie wynika z jakicistalo-
nych warunkéw zewgtrznych. Wniosek: réwnanie falowe nie nadajers funda-
mentalne réwnanie wyznaczag dynamik funkcji falowej nierelatywistycznego
elektronul

1Ciagle mowimy o elektronach. Jest to uwarunkowanehjsiznie. Mechanika
kwantowa powstata bowiem dla opisu zachowanri&kktronéw w atomach. W



14 2. Réwnanie Schrédingera

Nalezy wiec szuk& dalej. Musimy napisaréwnanie, ktére &dzie uni-
wersalne, wzne dla wszelkich elektronéw swobodnych, niezaie od ich pdu.
Moze to by réwnanie kdace zapisem uniwersalnego zwku midzy pedem i

=2

energi nierelatywistycznej cstki swobodnej% = E . Réwnanie to tatwo napi-

sa

1, v 0 P\ ie ) min wis
?n(_lh) (y+W+Ej\P(X,t)=Ih—W(X,t),

czyli
W d
—%Aw(x,t) =in— WY(x,t).

Ostatni wz6r jest wkmie szukanym réwnaniem. Jest to zupetnie fundamen-
talne dla mechaniki kwantowejwnanie Schrédingera(tu mamy oczywicie jego
wersg obowhzujaca dla castek swobodnych).

Warto zwréct uwag; na widoczny tu zwizek midzy sktadowymi pdu i
odpowiednimi operatorami dziafglymi na funkcg falowa (operatorami pedu):

p - -in(d,,d,,d,) = —ind.

Zwiazek ten jest nieprzypadkowy: w mechanice kwantowi@k sk okaze —
wielkosciom fizycznym odpowiadaj operatory, a zauwaona wyej pierwsza z
tych relacji (jak i wszystkie inne, ktére poznamsidj) jest uniwersalna, czyli nie
ogranicza s do przypadku cstki swobodnej. Do naszej kolekcji operatorow, kto-
ra wkasnie zacelismy gromadat, mazemy jeszcze datzy¢ operator energii kine-
tycznej, ktérego aylismy przed chwi:

(o> o0 &) _ h
Tomlad T T )T T

2m

Intuicja podpowiada w tym miejscu podobne przypdkowanie dla ener-
gi: E - if0,. Jednak w tradycyjnym podeju do mechaniki kwantowej status

czasu jest inny, pistatus zmiennych przestrzennych: gelue jest wielkécia fi-
zyczmy (ma swoj operator, a jak), podczas gdy czas jest tylko parametrem ewolu-

rzeczywistdci jednak nierelatywistyczna mechanika kwantowasojei dynamilk
funkcji falowych wszelkich czstek stabilnych (tj. nie rozpadajch st na inne
czastki).
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cji. Jest to przyczyna, dla ktérej nazywanie opjeiaria)f‘zdt operatorem energii jest
niewtasciwe. Do zagadnienia ewolucji czasowej wrocimy Wsdej czsci wyktadu.

Zwrdéémy uwag na to,ze rownanie Schrédingera (podobnie, jak réwnanie
falowe) jest jednorodne, co ma skutek takinie wyznacza onamplitudy funkcji
falowej W oraz- co waniejsze- suma rénych rozwizan tego réwnania tejest
jego rozwizaniem:superpozycjakilku "fal"

W(x,t) = D W (X.1),

z ktérych kada spetnia rownanie Schrédingera

/ N :
o AW (%) =ih— W (x.1) Oi,

tez jest rozwizaniem réwnania Schrodingera, cozma tatwo pokazakorzystajc
z liniowosci operatoréw wyspujacych w réwnaniu.

Rownanie Schrodingera dla astki swobodnej odgadiny jako zapis
zwiazku migdzy pzdem i energi odniesiony do funkcji falowej. Daje to wskazéw-
ke, jak posipi¢c w przypadku, gdy estka nie jest swobodna, tylko porusza \si
polu sit o potencjalé/()?) . Zwiazek medzy pzdem i energi ma wtedy znanpo-

—p-2
sta om +V(X) = E, a wic sprébujmy tak:

{_%A +V(>"()}W(7(,t) = ih%w(xt).

Jest to ogdlna postadwnania Schrodingera Jego rozwizaniami g funk-
cje falowe odpowiadage nierelatywistycznym astkom przebywajcym w polu sit
opisanym potencjate (X) .

Od fal de'Broglie'a do rownania Schrédingera déssliw ciagu kilku go-
dzin wyktadu. W rzeczywistei droga do tego rownania byta bardziej pgka od
tej, ktor zaprezentowalmy i zagta fizykom wiele lat. Powdkszanie naszej wiedzy
(w dziedzinie, ktéra nas tu interesuje) odbywavszasadzie "z opaglna oczach" i
Sledzenie kolejnych etapow tej pracy jestImyoze pasjonujce dla historyka nauki
ale niekoniecznie ciekawe dla kdgdto dzi chce st dowiedzi€, na jakich zasa-
dach funkcjonuje Przyroda. Z tego #i&e powodu opowiedziglny tu nieco zmy-
$long histori sformutowania réwnania Schrodingera, ktéra mogiaiyak wianie
tak wyghdat, gdyby jego odkrywcy mieli nieco wéej szczscia.

Rownanie Schrédingera prawidtowo opisuje ruchstd w polu zewntrz-
nym, na przykltad ruch elektronu w poladja atomowego a dokfadniej pra-
widtowo przewiduje ksztatt funkcji falowej. W meatiae kwantowej musimy si
bowiem paegna& z wizerunkiem czstki podizajacej wzdtw trajektorii, ktory to
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ruch wyliczamy z zasad dynamiki: tego w mechaniwarkowej nie ma- potrafimy
tylko wyliczy¢ funkcje falowa, ktérej modut radzi przestrzennym rozktadem praw-
dopodobiéstwa (znalezienia gztki).

W rownaniu Schrédingera (i w innych pokrewnych réwiach, ktére po-
znamy péniej) ukryta jest jeszcze jedna niestychanieziea informacja o mi-
kroswiecie: okae sk mianowicie,ze z samej konstrukcji tegaviata wyniknie,
wielkosci fizyczne na ogdét nie magprzyjmowa dowolnych wartéci, jak to jest w
swiecie makroskopowym. Dozwolonea gylko pewne wartéci, inne g nie-
dozwolone (niemdiwe do zrealizowania w ukladach fizycznych). Nazyktad
réwnanie Schrodingera wypowiada; sia temat dopuszczalnych waxtbenergii,
jakie uktad mae posiadé Poniej rozwazemy réwnanie Schrodingera dla kilku
potencjaléwV(X) i pokazemy, w jaki spos6b réwnanie wymusza wybor ékre
nych wartdci energii (wzargonie: widma energii).

Zanim jednak zajmiemy sikonkretnymi polami sit, wykonamy kilka uni-
wersalnych krokéw w kierunku rozagiania rownania Schrédingera, stosowanych
dla kazdego potencjatl/ (X) .

Roéwnanie Schrddingera jest rownaniermznmiézkowym castkowym dla
funkcji czterech zmiennycH-I—’()?,t). Nie znajc ksztaltu potencjaill/()?), nie
mozemy poda jego rozwizania— mozemy jednak ji teraz powiedzie cos na
temat zalenoici rozwiazan LIJ()”(,t) od czasu. Udaje stto zrobt wtedy, gdy po-

tencjatV nie zaley od czasu, co wgj zataylismy pisac V(X) a nieV()?,t).
Okazuje st mianowicie, ze w takiej sytuacji réGwnanie Schrodingera "nie pro-
testuje”, jeeli zaproponujemy rozwzanie kIJ()”(, t) W postaci

W(x,t) = @(R)g(t).

Sprébujmy bowiem podstagvi
I v )0 = in [ (R)g)].
2m a
Po banalnym przeksztatceniu mamy

1.0

1 [ #2 N
—)[ —A+v(x)}w(x)-mu

w(x)| 2m

Przypomnijmy,ze wyraenie ¢/()?)¢(t) jest kandydatem na rozygianie
réwnania. Oznacza taze po jego podstawieniu do tego réwnania povdimgi
otrzyma& tozsamd¢, czyli formuk prawdzivg dla kazdego X i kazdego t . Zau-
wazmy, ze dziki niezalenosci potencjatu od czasu, obydwie strony pasgego
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wzoru zalea od innych zmiennych. deli wiec ma to by tozsama¢, to obydwie
strony musz by¢ state (lewa niezak®a od X , prawa niezalma odt .) tatwo to
zrozumig ustalajc — na przyktad- wartas¢ zmiennejt . Prawa strona jest wtedy
pewn liczba E . Mozemy teraz dowolnie zmieriavektor X : lewa strona musi
by¢ ciagle réwna E . Do podobnego wniosku dla strony prawej dojdzieusta-
lajac X .

Cala operacja zakwozy st wigc powodzeniem, jeeli zdotamy rozwiza
dwa réwnania

ﬁ{‘;—;A +V(7()}l//(7() =E oraz ﬁ'h%ﬂt) -E,

czyli

{—%A+V(X)}w(x):Ew(X) oraz ihg¢(t)=E¢(t)-

i
—Et

Drugie z tych réwna mozemy rozwazas od razu: @(t) = g , gdzie

¢0 jest dowola stah zespolon. Pierwsze réwnanie staje;okreslone i mae by

rozwiazane dopiero po wybraniu potencja\ﬂ()?). Nosi ono nazw réwnania
Schrddingera niezalégnego od czasu
Przedstawios tu procedug, tzw. separacg zmiennych (tu: zmiennej cza-
sowej od zmiennych przestrzennych), spotkamy jesucdalszej agci wyktadu.
Rownanie przestrzenne ma pd@stédwnania wtasnego operator liniowy

hz
—%A +V(X) (operator energii) dziata na obiektl//()?) (funkcje wiasm

operatora energi), co ma by rownowane pomnaeniu tego obiektu przez liczb
E (wartosé wiasm energii). Z podobnymi zagadnieniami spotkaly sk juz na
zajeciach z algebry. Obiektami byty tam wektory, narktdziataty operatory linio-
we. Pokrewiéstwo midzy tamtymi zagadnieniami a réwnaniem wtasnym djpera
ra dziatajcego na funke okaze sk glebsze, ni na to w tej chwili wygida: cata
mechanika kwantowa petna jest rowingtasnych a funkcjil//( 7() przypiszemy w
przyszigci wektor. (Réwnanie czasoweztgest w zasadzie réwnaniem wkasnym
operagciji ihﬂt, jednak z powodow, ktdre fczgsciowo omawialimy, nie kzdziemy
tego podkréla¢. Teraz jest troahza wczénie na to, aby przyczyna tej "dyskrymi-
nacji" mogta by przystpnie wyjg&niona.)
O inne przyktady réwnania wlasnego otarly sk juz, gdy mowilsmy o

operatorze ¢du i fali ptaskiej. Funkcjami wlasnymi trojki opecadw od-

powiadajcych sktadowym gdu — ihﬁ s fale ptaskie:
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(mamy tu oczywicie trzy rownania, dla kalej sktadowej osobne).

Podobnie jest dla wszystkich innych wiedkd fizycznych: w formalizmie
mechaniki kwantowej odpowiadajm operatory liniowe (o pewnych dodatkowych
wlasndciach, o ktorych &dzie jeszcze mowa) a funkcje falowediice funkcjami
wlasnymi tych operatoréw do oktenych wartgci wtasnych, st do opisu sta-
néw fizycznych, w ktérych wspomniane #@j wielkosci fizyczne maj okreilone
wartasci (w sensie wynikbw pomiaru tych wielk@ fizycznych) réwne tym warto-
sciom wtasnym. To nieco przydtugie zdanie jest bardazne — w dalszym cigu
wyktadu znajdziemy wiele przyktadéw, ktorereguk zilustrup, a take dowiemy
sie, na jakiej zasadzie wielké fizyczna mae nie mi& okre&lonej wartgci w
stanie fizycznym (takiej sytuacji w fizyce klasyegmie spotykamy?.

Wré¢my do rozwazywania réwnania Schrodingera. Zaczniemy od najpros
szych przyktadéw.
PRZYKLAD 1

Zredukujmyswiat do jednego wymiaru przestrzennego. W #wiecie na
czastke niech dziata pole sit o potencjale opisanym fuakcj

A V(X )

(x) = Odlax<0Q, U
~ |Udlax>0, gdzieU > 0.

v

Jaki jest ksztait tego pola ¥

Zalézmy, ze na osk, gdzig daleko w kierunku ujemnym tej osi, umieszczo-
no generator estek produkujcy czstki lecace w kierunku dodatnim osi Jakie
rozwiazanie odpowiedniego réwnania Schrodingera zostargalizowane w tych
warunkach?

Pole sit jest osobliwe: ggtka jest swobodna wgizie, za wyjtkiem punktu
X =0, gdzie dziata skierowana w lewo nieskaenie wielka sita, tak, aby praca
przy przeniesieniu estki przez ten punkt wynositt) lub —U . Wybrany przez

2Przyklismy meto¢ wyktadu dalel od systematyczroi. Dowiadujemy si o
szczegotach a zmierzamy do syntezwydaje s¢, ze taki sposob poznawania rze-
czywistaci daje wecej satysfakcji, i uczenie s og6inych, abstrakcyjnych regut,
z ktorych dopiero wyprowadzamy wnioski dotgce szczegotow.

SW tym i nastpnych przyktadach przywotamy potencjaly opisanekéjmmi oso-
bliwymi (np. niecaglymi). Wbrew oczekiwaniom pozwala to jednak naviatroz-
wiazywanie odpowiedniego réwnaniazriczkowego— dlatego od takich wikaie
przyktadéw zaczynamy.
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nas model nosi nazwprostolatnego progu potencjatu i mozna go na przyktad
kojarzy¢ z opisem warunkéw parugych przy pokonywaniu przez gtke granicy
dwoch ré@nych grodkéw (praca wyjicia).

Z uwagi na osobliwg funkcji potencjatu, podzielimysox na dwie czsci i
dla kadej z nich wypiszemy réwnanie Schrodingera. (Oczgieiw bardziej realis-
tycznym przyktadzie nakatoby rozway¢ potencjat opisany funkgjciagta. Nie
bytoby wéwczas podstaw do dzielenia asna fragmenty i nalatoby rozwizat
odpowiednie rownanie #diczkowe obowizujace na catej 0si).

Dla wspétrzdnych ujemnych mamy vt rownanie

i d (x) = Eg(x),

2m dx?

dla wspotrzdnych dodatnich Za

{_h_zd—2+u}¢/(x) = Ey(¥).

2m dx?

Rozwigzemy najpierw obydwa réwnania niezai@e od siebie (w odpowied-
nich obszarach) a na kou staniemy przed zadaniermszycid' tych rozwhzan w
punkcie X = 0 tak, aby ztaone z dwoch agci rozwiazanie mogto styé do opisu
czastek przechodgych z jednego obszaru do drugiego.

Ogoblne rozwazanie réwnania w obszarze pierwszym ma gosta
ikx ~ikx : 1
W, (x) = A€ +Be™, gdzie k:% 2mE

co mazna traktowd jako superpozyejfal "ptaskich" biegacych w przeciwnych
kierunkach (nasze rozgdanie jest ogdlne i na razie nie uwedjlia takich uwa-
runkowa, jak obecné zrodta castek gdzié daleko na ujemnej pétosgia take
nie widzi bariery ograniczagej & p6tos od strony prawej).

W obszarze drugim otrzymamy

W, (x) = A€ +B,e™, gdze k'=%1/2m(E -U).

Wystepujace w tych rozwizaniach amplitudyasna razie dowolne.
Na tym etapie orientujemyesize istotne znaczenie ma wastcenergii E .
Rozwamy wszystkie maliwosci.

1. Energia ujemna.
Zauwamy na marginesieze energia ujemna nie mogtaby tucbgreali-
zowana, gdybmy stosowali opis klasyczny. W podeiu kwantowym przypadek
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ten réwnie jest wykluczony, co na razie przyjmiemy na wiamrécimy do tego
pod koniec rozwizania.

2. Energia dodatnia. Tu trzebgak sk okaze — rozwazy¢ dwa przypadki:

a.E<U,
b.E>U.

W przypadku "a" (przy ktérym zatrzymamy: $eraz na dizej) mamy

@, (x)=Ae™+B,€&, gdzie k :%1/2m(u -E),

czyli tak, jak gdyby pd K' czastki na prawo od progu byt urojony. Zauway, ze
w opisie klasycznym w przypadku "a"astka nie mogtaby w ogéle wgjdo obsza-
ru I, bo miataby za matenergt i nie pokonataby progu w punkci¢ = 0. W opi-
sie kwantowym funkcjaly/,, jest réna od zera, chocigej wyzej przygta posté
wymaga jeszcze pewnych zabiegéw. Sktadnik propoetjty do amplitudy A,
jest funkc malepca ze wzrostem zmienngji to malejca tym szybciej, im bar-
dziej wysokdé¢ progu U géruje nad wartxia energii catkowitej E , czyli w im
wiekszym stopniu obszar drugi jest niedpsty klasycznie. Drugi sktadnik ¢pie
jednak nieograniczenie ze wzrostemi musi by odrzucony przez poienie
B, =0. Pokusa, aby poty¢ takze A, =0 i w ten sposéb odtworzyzgodn, z
intuicja sytuacg, w ktérej castkom zabrania siwejscia do obszaru drugiego, nie
moze byt zaspokojona, o czymeszaraz przekonamy.

Mamy wigc w obszarze drugim:

l//”(X) =A™

i stoimy przed zadaniem pgizenia obydwu rozwzais w punkcie X =0. W tym
celu zaadamy, aby w punkciex = O poszukiwane rozweanie byto cigte i miato
ciagta pierwsz pochodr. Zamiast szukaargumentoéw uzasadniglych tozadanie
najlepiej bytoby przywoté opisany jaks analityczm funkcja potencijat o ksztalcie
zblizonym do rozwaanego i sterowanym parametrem w taki sposob, appanicy,
dla pewnej wartéci tego parametru, przechodzit w potencjat "prosgtioK’. Dla
takiego analitycznego potencjatu naby rozwizat rownanie Schrodingera @u
bez sztucznego dzielenia osha obszary) a nagtnie podgidna¢, jak zachowuj
sie rozwiazania w punkcieX = 0, gdy wspomniany wiej parametr zmierza do
granicznej wartéci. Rozwaylismy co prawda potencjat niegty wikasnie po to,
aby unikra¢ ktopotéw z rozwizywaniem réwnania thiczkowego, ale dyskutag
problem cagtosci rozwiazah musimy na chwi odwota sie do wygtadzonej funkgciji
V(X) . Réwnanie réniczkowe zawiera drugpochodn funkcji falowej. Z réwna-
nia wynika,ze pochodna ta powinna bwszdzie, a w szczegdldoi w punkcie
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X =0, skaiczona, bo inne sktadniki rownania &am skaczoné. Oznacza toze
pierwsza pochodna powinnadw tym punkcie cigta. Z kolei argument zaagjto-
sciag samej funkcji falowej jest nagiujacy: pierwsza pochodnajak juz wczeniej
napisalimy — wiaze st w mechanice kwantowej zgem. W opisywanym uktadzie
fizycznym md nieskaczony nie ma powodu wygili¢, czyli oczekujemyze funk-
cja falowa lrdzie chgta.

Mamy wiec:

l/ll(o)=A1 +B = A =‘//||(O)
¥, l(0) :ik(A1 - BI): —KA, =Y, '(0)-

Otrzymalismy uktad dwoch rowna liniowych jednorodnych na trzy nie-
znane zespolone amplitudy. Zanim prapgny do jego rozwizywania zauwamy,
ze amplituda A jest odpowiedzialna za falwybiegajca z generatora astek i
dlatego jej wielké¢ nie maze by wyznaczona przez réwnanie Schrédingera. Status
tej amplitudy jest wic inny, niz pozostatych zmiennych, co zaznaczymy gisA
zamiast A, .

Wypisany wyrej uktad rowné przechodzi w ten sposdb w uktad rovimae-
jednorodnych na dwie jutylko niewiadome amplitudyB, i A, :

B -A =-A,
. K
B, +|EA1| =A,

ktérego rozwazanie jest nagpujace:

k—ik 2k
B =A A =A

~ Uk+ik! T Uk +ik

W obszarze pierwszym mamy ami nalazone na siebie (czyli interferge)
dwie fale: jedn biegraca od generatora w kierunku progu, dguadbita od progu i
zmierzajca w przeciwnym kierunku. W obszarze drugim rogeinie nie przy-
pomina fali; jest to funkcja szybko majeq, gdy posuwamy si'w glab" progu.
Efekt, ktéremu ta funkcja odpowiada, jest czystahktowy: fizyka klasyczna za-
brania castkom o energii takiej, jaktu rozwaamy, przechodzenia do obszaru
drugiego; mechanika kwantowa dopuszcza, tadozliwos¢ — czastka mae wyla-
mat sig z prawa zachowania energii biorenergt jak gdyby "na kredyt", przy

4 W punkcie X =0 druga pochodna jest nieokiena (bo potencjat zmieniagsi
tym punkcie skokowo) wt nie wiadomo, czy jest ona tam gkaona. Aby si o
tym upewné wystarczy jednak odwaodasie do opisanego wAgj przegcia granicz-
nego, ktore zagwarantujge potencjat w punkciex = 0 bedzie okrglony i — co
wazniejsze — skaczony.
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czym im wkkszy bylby ten "kredyt", tym mniejsze prawdopoddisisvo takiego
zdarzenia (jak to wid#).

W naszym rozwizaniu tkwi jeszcze jedna cecha specyficzna dla arékh
kwantowej. Okazuje si(tatwo to sprawdZi), ze gestas¢ prawdopodobigstwa zna-
lezienia castki w obszarze pierwszym zale od potaenia! Jest to catkowicie
sprzeczne z intuicypnwizja strumienia castek ptyricego w kierunku progu i stru-
mienia castek odbitych zmierzagych w strog przeciwn. Intuicja jest tu dodat-
kowo wspierana faktente amplitudy fal bieggcych w prawo i w lewo sjedna-

kowe dB,‘ = |A|) co nie dziwi, jéli si¢ mysli klasycznie: prawdopodohistwo

spotkania cgstki w obszarze drugim jest state w czasie i wdlego strumié cz-

stek padajcych na prog powinien Bytaki sam, jak strumie czastek odbitych.
Rzeczywisté¢ kwantowa jest jednak zupetnie inna: obydwie fateriferup ze sol

w taki sposdbze s takie punkty w obszarze pierwszym, gdzie w ogdéespotka-
my czstek!

ZADANIE

Znalez¢ te punkty.

ZADANIE

Jakie konsekwencje pagatoby zataenie,ze funkcja falowa wynosi zero w
drugim obszarze?

ZADANIE

Rozway¢ samodzielnie przypadek "b", to znaczy sytgaej ktorej castka
opisywana klasycznie nie weg¢ do obszaru drugiego. Znatefunkcije falowa.
lle jest amplitud do wyliczenia? Co zrébe amplitud, fali ptaskiej poru

szajcej st w lewo w obszarze drugim (por. z ampligudB,,, z przyktadu drut
giego)?

Wréémy teraz do przypadku energii ujemnej i rogimny nastpujace zada-
nie:

ZADANIE

Sprawdzt, ze zal@enie ujemnej energii uniemwia znalezienie zadowa-
lajacego rozwazania omawianego réwnania Schrodingera.

PRZYKLAD 2

Rozwigzemy podobne zadanie dla rgmtjacego potencjatu (tzwbariery
potencjalu):
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A V(X)
Odlax< 0, U
V(x) =<U dla 0 <x <a, gdzie&J >0,
Odlax=a. 1 i p i >

Energe ujemra wykluczamy z tych samych powodow, co w poprzednim
przyktadzie.
Dla energii dodatnich znowu trzeba rozyadwa przypadki:

a. E<U,
b.E>U.

Zaczniemy od przypadku "a". Pegujac podobnie, jak poprzednio, wypi-
sujemy rozwazania dla wszystkich trzech obszaréw:

_ . 1
W, (x) = Ad* +Be™, gdzie K =% 2mE ,

_ 1
@, (x)= A& +B, e, gdzie K:%\IZW(U_E)a
(7 (X) = Ameikx + B|||e_ikx-
Zanim zszyjemy te rozwzania w punktachiX =0 i X =a zauwamy, ze
nie mamy teraz podstaw do napisaB3a =0 (dlaczego?). Za to w obszarze trze-

cim nie kdzie fali By, e, Wynika to z tegoze w obszarze tym spotkamy tylko

to, co przejdzie przez barier nie kedzie wiec tam castek poruszagych st w
kierunku malejcej wspotrzdnej x. Rozwiazanie w obszarze trzecim maewipo-
stat

l//m (X) = A1lleikx'

Warunki szycia na granicach obszaréw narzuo@jyvnania:
A+B =A, +B,,

ik(A-B)) =«(B, - A),

'A‘He_Ka + BIIeKa = A1llelka’ ‘

K(B, € - A ™) =ikA, €.
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Traktujac amplitud fali padajicej jako zada® otrzymujemy niejednorodny
uktad czterech réwniana cztery niewiadomd, , A, , B, i A, . Rozwhzanie
tego ukitadu jest nagiujace:

k
(K+)sinh/(a
k «

Kk k) . . '
( - Kj sinhka —2i coslxa

e

K .
x_ Kj sinhka —2i coslxa

k
)
e —i+—
K

B, =A © Kk ,
(—K) sinhka — 2i coslxa

B =-A

A.:A(

k
—_A 2i
A1II - N K k . . .
€*®l| ———|sinhka-2i coslxa
k «
ZADANIE
Pokaza, ze

1. Modut funkciji falowej w obszarze drugim maleg wzrostem zmienngj
x (pomimo tegoze B, # 0).

2. Zachodzi zwizek:

B[ +|A,| =A%

Jest to konsekwencja tzw. réwnaniagtdsci, ktére poznamy w jednym|z
nastpnych rozdziatéw. Wynik ten niemy jednak ja teraz zinterpretowana-
stepujaco: strumi@ czastek nadlatujcych z generatora rozdziela sia strumié




25

czastek odbitych od bariery i przechagych przez barier Bilans musi s zga-
dz&.

3. W przypadku, gdyU — oo, amplitudy poszczeg6lnych sktadnikpw
rozwiazania zachowuj sie nastpujaco:

‘BI‘_’|A|’ A1I - 0, Bn - 0, Am - 0.

Sprawdzt to i zinterpretowaten wynik.

PrzypadekE >U prowadzi do rozwizania oscylujcego we wszystkich
trzech przedziatach. (Dlaczego fala w obszarzeidrygst w tym przypadku diu
sza od fal w obszarach pierwszym i trzecim?)

W obydwu powyszych przyktadach wysgpity czastki nadlatujce z "nie-
skonczondaci" i odlatujace do nieskfczondci. Rozwaymy teraz przyklad stanu
Zwigzanego, tj. takiego, w ktérym gztka, kedac pod wplywem sit weigajacych
do pewnego obszarugdzie pozostawaw tym obszarze. Trojwymiarowym przy-
ktadem takiej sytuacji fizycznej jest elektron gmibny w polu adra atomowego.
Nasz przyktad &dzie jednowymiarowy: pewien odcinek osi ograniczymy z
dwdch stron progami potencjatu.

PRZYKLAD 3

W jednowymiarowyméwiecie czstka porusza siw polu sit opisanym po-
tencjatem

Udlax<-aidlax>a, gdzieJ >0,a>0
(x) = ~
Odla—a<x<a

(tzw. studnia potencjatu). Podobnie, jak V(x)

w poprzednich przyktadach, réwnanie U

Schrédingera odrzuca energie ujemne —
(sprawdzé!). Energie dodatnie znowu
podzielimy na przypadkiE <U oraz 1 11 I
E >U . Drugi przypadek niedalzie nas -a
na razie interesowat jest on bardzo po-

dobny do tych rozwanych wczéniej i

odpowiada czstkom nadlatujcym z nieskaczongci i rozpraszajcym sk na stud-

ni potencjatu podobnie, jak u®gj rozpraszaly gina barierze.

PrzypadekE <U stwarza jednak zupetnie ngwytuacg. Nie ma ju teraz
czastek nadbiegagych z jakiegé generatora. Mamy ggtke uwieziona w studni
potencjatu (jamie potencjatu). Klasyczne pddej do tego uktadu mechanicznego
przewiduje oczywicie, ze castka kedzie odbij@ sic sprzyscie w punktach—a

v
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oraz +a, czyli zaopatrzona w dowairenergé mniejsz od U , bedzie oscylowa
(nie harmonicznie!) neidzy tymi punktami. Podégie kwantowe radykalnie zmienia
ten obraz. Wzordg sk na poprzednich przykladach geamy bowiem napigaroz-
wiazanie odpowiedniego rownaniazréczkowego w postaci:

w,(x)= Ae™ +Be™, gdzieKI%JZm(U—E),

1
W, (X) = A, coskx+ B, sirkx, gdzie k =7 2mE ,

[/IIII (X) = Allle_KX + BIlld(x'

(W obszarze drugim przyjsmy nieco inny zapis, niprzedtem, ale tatwo
pokaz#, ze jest on rownowany formule poprzedniozaywanej pod warunkiem od-
powiedniego przedefiniowania amplitud.)

Z przyczyn, ktére jia znamy, ktadziemyA, = B,,, =0, za warunki szycia
dostarcz nastpujacych réwna dla pozostatych amplitud:

B,e™ = A, coska- B, sirka,

kB,e™ =k(A, sinka+ B, coka )

A, e =A, coska+ B, sirka,

KA, € =Kk(A, sinka—- B, coka )

Otrzymalgmy tym razem jednorodny uktad rownao — jak st zaraz oka-
ze — ma istotne konsekwencje fizycznezelebowiem szukamy rozwian réz-

nych od zera, to musimy zadba spetnienie warunku znikania wyznacznika pod-
stawowego tego uktadu (warto obli€zy

e‘z"a[(/(2 - kz) sin2ka + 2«kkcokal| = 0,
czyli
k? —k? + 2xkctg2ka = 0.

Zauwamy, ze jedynym wolnym parametrem w tym réwnaniu jestrgiae
E . Jest to wic rownanie, ktére dopuszcza tylko pewne wéanit@nergii jako za-
dowalapce fizycznie; dla innych warfoi rownanie Schrédingera niedrzie miato
niezerowych rozvdizan!

Traktujac powyzszy warunek jako rownanie kwadratowe, stwierdzingy,
bedzie ono spetnione, gdy = ktg(ka) lub gdy K = —kctg(ka). Wartdici ener-
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gii E, brane z przedziatl < E <U , spetniajce ktdrekolwiek z tych rowra s
jedynymi dopuszczalnymi warciami energii z tego przedziatu.
Przypomnijmy réwnanie, ktére tu rozygujemy, i w ktérym figuruje liczbaE :

{_h—za +v(z)}¢/(7<) = Eylx).

2m

Podobnie, jak w przyktadzie pierwszym, dowodzi e réwnanie to nie ma
rozwiazaa dla E <0 i moze mig rozwiazania (jeszcze ich nie wypisatiy) dla
niektorych wartéci E z przedzialu0 < E <U . PrzypadkiemE >U zajmiemy
sie nizej. Zauwamy, ze powysze réwnanie jest rdwnaniem wlasnym operatora
energii a dopuszczalne waitb energii to komplet jego waroi wtasnych.

Wréémy do rachunkéw. Powgze dwa trygonometryczne réwnania na war-
tosci energii rozwazuje st numerycznie albo graficznie. Opis rozmania graficz-
nego znal&t mozna w zbiorze zadaFliigge i Marschall'a p.t. "Metody rachunkowe
teorii kwantéw" (zadanie 4). Wynika z nieg® istnieje zawsze co najmniej jedna
dopuszczalna warké energii a liczba tych dopuszczalnych wéctovzrasta wraz
ze wzrostem "gbokasci” studniU i jej dhugdici a .

Pozostaje nam znéle rozwigzania réwnania Schrodingera dla dopusz-
czalnych wartéci energii. Jeeli energia jest tak dobranae wyznacznik pod-
stawowy uktadu rownaznika, to otrzymamy niezerowe roz@ania w postaci

—Ka

Ar=B (kcoska +  sirka)

B, =B, eT(/(coska— k sirka),

A, =B, (cosZka+% sin2kaj ,

co przy spetnieniu warunké = ktg(ka) prowadzi do

e_Ka
A =8 coska’
B, =0,
Alll = Bl ’
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—Ka

8 -_g_©
" T sinka’

Ay =-B.

Wyliczone amplitudy prowadz— odpowiednio— do nastpujacych funkcji
falowych:

w pierwszym przypadku ¢, (X) = B, €,

—Ka

¢, (X) =B, coska COSKX,
W, (X) =B e™,
w drugim przypadku W, (x) =B¢e™,
e
wll (X) - _BI Sinka Slnkx’
W, (x) =-Be™.

Otrzymane rozwizania § zalezne od jednej stalej (w naszym zapisied
B,), przy czym wybér tej wikmie amplitudy do roli statej normalizigej cate
rozwiazanie jest przypadkowy. Dobiegajodpowiednio stat B, mazemy uzyska
dowolm wartas¢ calkowitego prawdopodohistwa znalezienia astki gdzie-

+o0

kolwiek na osix: IQ/’(X)[/I(X)dX. Wypisana catka powinna gd wynost 1.

Nadawanie stateB, odpowiedniej wartéci nazywamy normalizagja uzyskaa w
ten sposob funkej— unormowan funkcija falowa.

ZADANIE

Znalez¢ modut liczby B, dla funkcji falowej opisujcej jedn, czastke.

Zauwamy, ze mamy tu pierwszy przypadek funkcji falowej, dtarkj pro-
ceduranormalizacji maze by przeprowadzona. Takie funkcje falowe nazwiemy
funkcjami normowalnymi. Mozna pokazé ze normowalné¢ funkcji falowej
idzie zawsze w parzepunktowym widmem energii (a takie winie wystpuje w
rozwazanym tu przedziale energd < E <U ) i z uwigzieniem czstki. Jakoéwi-
czenie warto sprawdzi ze dla energii E >U mamy widmo ciagte (wszystkie
energie E >U s3 dopuszczalne fizycznie), funkcja falowa przestajé normo-
walna, poniewa odpowiednia catka jest niesktzona, a castka mae odlecié do
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nieskaiczondci. Jaka bytaby wtedy funkcja falowa, gdghy "na sit" probowali
ja unormowa do jedndci?

ZADANIE

Rozway¢ studni z ostatniego przyktadu dla przypadkhi = oo .

Wskazéwka: Zauwany, ze progi potencjatu stanogge brzegi studni sta
sig tu catkowicie "nieprzemakalne" dlaastek, czylize w obszarach pierwszyn i
trzecim funkcja falowa wynosi zero a pierwsza patf®jest nieaigta na brzegach
studni.

Znalez¢ wartasci wtasne energii (tu dagsto zrobt analitycznie). Sprawdé;
jak odlegtdci poziomdw energii zale od szerokéci studni.

ZADANIE

Rozwiza® rownanie Schrddingera dla potencjatu przedstavgornea wy-
kresie (na lewo od punktX = O potencjat jest nieskmzony).

V(x)s

[, o | o
0 a b x

Godna polecenia jest bardzo pougzajdyskusja tego zadania zawart
zbiorze zad& z mechaniki kwantowej Fligge-Marschall'a (zaddrfie- uwaga na
btedy drukarskie we wzorze 7). Proponujemy razyivaé je w nastpujacej kon-
wencji:

W, = Asinkx,

LIJ” — Blek(x—a) + Bze—/((x—a)

W, = Cak(xb) 4 grik(x-b)

poniewea fala padajca jest tu fala przesuwgga st w lewo w obszarze II.

PRZYKLAD 4

Jednowymiarowyscylator harmoniczny.
Rozwamy potencjat oscylatoraV(X) = % kx? . Odpowiednie rownanie
Schrédingera ma posta

=
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n* d?
-——+3kx* [(x) = Eg(x).
i ) =Bl
Opierajc sk na poprzednich przyktadach pemy przewidzié, ze widmo

wartasci wkasnych energii éizie w catéci dodatnie i wyacznie punktowe, bo dla
wszystkich, nawet dla dowolnie Zgch energii, castka jest tu uvéziona w studni
potencjalu. Zauwany tez, ze jest to pierwszy przyktad z potencjalem zadanym
analityczn, funkcja — nie kgdziemy wic dziel¢ osix na obszary.

Na wstpie poddamy nasze réwnanie pewnym zabiegom, ktpresacz
jego zapis: przejdziemy do wspd@dnej bezwymiarowejé = aX (gdzie @ jest
na razie nieznanstah o wymiarze odwrotnii metra) i ukryjemy liczne inne state

2 2
obecne w réwnaniu. Skor%? = azd_fz’ to rébwnanie Schrédingera przyjmie

teraz posté
B L 5)_ (5)
{ 2m d52+202£2}ﬂ(a SR

czyli oznaczajc w(g) =u($)

d’ule) mk -
o U

2mE
g7 u¢)
Stah a wybieramy w postacia =% ? (warto sprawdzi wymiar) i

u
ha?

otrzymujemy

d’u(¢)
—-——+&u(é) = Al é),
az tEug=add)
. : : 2E /m : iy
gdzie w bezwymiarowej statef =7 ? ukryta jest wart& wtasna energii.
Dla wielkich wartdci |Z| powyzsze réwnanie przybiera poéta
2
_d?u(é) =

dé? +{2u(5)=0 a jego rozwzanie latwo odgadit: u(E)=e_7.
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Rozwigzanie z plusem w wykladniku prowadzitoby do nienevatmej funkcji fa-
lowej i nalezy je odrzuct. Dlatego poszukujemy doktadnego rogzénia w postaci
£

u)=&H(&e 2,

gdzie H(f) jest nieznanym wielomianem & - nieznanym, nieujemnym (nieko-
niecznie catkowitym) wyktadnikiem. Podstawdajdo rownania otrzymujemy

ddf —2£d—£+/1 1) [e=H ()| =0.

Wielomian H(f) =a, +a,+a,& +... (na tym etapie nie przgizamy

o tym, jakiego stopnia ma to dwielomian) podstawiamy do réwnania i korzysta-
my z tegoze réwnanie winno prz& w tozsamad:

Zak+2(k+S+ 2)(k+s+1)Eks - Zak[Z(k+s)+1 A]{k+s =0

Wynika std, ze dlak = 0,2,... zachodzi zwizek rekurencyjny

a 2k +1-A
ak+2_ak(k+2)(k+])

atake,ze a,5(s-1) =0 a(s+1)s=0.

Zacznijmy analiz od tych ostatnich dwéch zawikéw. Gdyby S nie byto
liczba catkowity, to dla ich spetnienia musiatoby zachadz, =a, =0, co wraz z

formula rekurencyjm dawatoby od razu znikga funkcje falowa, czyli pust stud-
nie potencjatu. Wartei parametrus, ktére pozwolityby na to, aby wspétczynniki

a, i a, nie znikaty rownoczie, 3 S=-1, sS=0 i S=1. Przypadeks= -1
musimy odrzudi w z przyczyn fizycznych (funkcja falowa bytaby bfwa w
punkcie X =0). PrzypadekS =0 zaraz rozwaymy. PrzypadeksS =1 nie dopro-
wadzi do nowych rozwiai, bo wyraenie £°H (E) =¢&H (f) bytoby wielomia-
nem, tak jakH (f) Kladziemy wec S=0.

Zauwamy, ze powysza formuta rekurencyjna pozwala wyliczgsobno
wszystkie wspotczynnika, o wskaniku parzystym, jeeli tylko znany jest wspot-
czynnik &, (a ten jest dowolny) i osobno wszystkie wspotcagintnieparzyste”
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jezeli znany jesta, (tez dowolny). Na pozor znalelismy juz rozwiazanie: wybie-
ramy dowolnie @, i @,, reszty wspotczynnikow dostarczy wzoér rekurencyjny

Okazuje s jednak,ze uzyskane w ten sposoéb funkcigd sie bardzo %le" zacho-
wywat w nieskaiczondci (por. eksponenty rogoe nieograniczenie, ktére spotka-
lismy w niektdrych poprzednich przyktadach).

Na razie nie wiemy, jak wysokiego stopnia winiert yielomian H(E) .
Wida¢, ze dla duych wartdci parametruk stosunek kolejnych parzystych lub

a,, 2
kolejnych nieparzystych wspotczynnikéw zachowuje ik ak2 :E' Mate-
k

matycy dowodz, ze nieskdczony szereg pegowy o takich wlasniiach musi

2
reprezentow@funkcje zachowujca sie w nieska@czondci jak E”e‘( , gdzien jest

pewry skaiczory liczba naturalfa. Takie zachowanie funkch(E) bytoby nie do
przyjecia (nienormowaln& funkcji falowej).

Z tej sytuacji jest jednak wdgie. Zauwamy, ze licznik utamkowego
wspoiczynnika we wzorze rekurencyjnymimie ze wzrostemk . Gdyby wartéé
tego wspotczynnika ogjata zero dla pewnej watid K, to wszystkie nagpne
wspotczynniki o tej samej "parzystm” bylyby réwne zero. Gdyby na przykiad dla
k=5 zachodzito 2k+1-A=0, to automatycznie mieliyny
a, =ay =a;; =...= 0. Réwnoczénie jednak mielibymy na pewno réne od
zera wszystkie wspotczynniki "parzyste” (dlaczeggeli nie zadbamy o to, aby
je wszystkie wyzerowa ktadic a, =0. W omawianym przyktadzie funkcja

H(f) bedzie wiec nieparzystym wielomianem stopniaeigo i jej asymptotyczne
zachowanie &dzie bez zarzutu (dlaczego?). Podobnie, gdy szergga sé na
jakim$ wyrazie parzystym, trzeba wyrazy nieparzyste wyzeé "recznie”, kladc
a, = 0. Jeeli wartai¢ parametru/ jest taka,ze nie urywa s zaden z cigow
(ani "parzysty" ani "nieparzysty"), to zgodnie z tym, co bylo powiedziane xey—
funkcja falowa ma niedopuszczalne zachowanie asytyg#ne i nie mge od-
powiada& zadnej sytuacji fizycznej. Jakie ¢ s te szczegdlne waroi A ? Ze
wzoru rekurencyjnego wynikag powinno zachodziA = 2n + 1 dla jakief natu-
ralnej wartéci N. Skgajac do definicji parametrud , przekonujemy si ze wia-
$nie uzyskamy warunek kwantagy energ:

1 k 1
E,.=\n+- | -=|n+Z]hw,; N=012,...
2 m 2

(& jest castcécia klasycznego oscylatora).

Odpowiadajce tym wartéciom energii funkcje falowe maposta
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_(a?

W (x)=NH, (ax)e 2 ,

a wielomiany Hn(f) spetniajce réwnanie
H,'-2éH '+2nH =0

nosz nazwe wielomianéw Hermite’'a.

Dla energii innych, i wymienione wyej szczegodlne warfoi, funkcja fa-
lowa zmierza do nieskozondci dla rosmcych wartdci |X| i nie mae od-

powiad& obiektowi fizycznemu. Zauway, ze nasze przewidywania co do cha-
rakteru widma oscylatora, znalazly potwierdzenie.

Warto zwréct uwag, ze réwnanie Schroédingera nie przewiduje istnienia
funkcji falowej odpowiadaicej castce spoczywagej nasrodku studni potencjatu:
stan podstawowy (tak olila se w mechanice kwantowej stan o nagrej dopusz-

czalnej energii) odpowiada energi, =%ha)c réznej od zera! Wjze sk to z
tzw. zasad nieoznaczongei, o ktorej ledzie mowa w dalszej egci wykiadu.

ZADANIE

Jak wynika z powsszych rozwaan, funkcje falowe oscylatorq(/n(x) mo-
ga by¢ wybrane jako rzeczywiste. ki temu mana sporzdzi¢ ich wykresy. Prof
sz to zrobt dla pierwszych kilku pozioméw energetycznych. Waez wykresli¢
kwadraty tych funkcji, co da rozeznanie w rozkladzkstosci prawdopodof
bienstwa, i poréwna wynik z przewidywaniami klasycznego modelu mecba
nego. (Kto nie ma nmidiwosci pracy na komputerze, niech naszkicuje wykresy
pierwszych kilku funkcji. Rysunki do poréwnania @ znalé¢ w podeczniku
Schiff'?.)

Powyzsze przyktady magstanowg ilustracg dla kilku uwag.

1. Przede wszystkim zauwdismy wag: problemu wlasnego w mecha-
nice kwantowejWartosci wiasne odpowiedniego operatora (jak; siizej okaze —
hermitowskiego) & dopuszczalnymi wartgiami wielkasci fizycznej, za ktég ten
operator jest odpowiedzialny. Wastd te mo@ by¢ mierzone, co daje nbtwosc
eksperymentalnego potwierdzenia poprasenteorii.

2. Zauwamy tez specyficzny rodzaj zateosci od czasu, jaka wyghuje
w wyliczonych przez nas funkcjach falowych. Uptymasu powoduje tylko liniowy

SSchiff L. I.: "Mechanika kwantowa", PWN, Warsza®@77.
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i

- Et
przyrost fazy funkcji falowejW(X,t) (poprzez zawarty w niej czynnie ).
Skutkiem tego, przestrzenny rozktad prawdopodddtiea znalezienia @stki jest
staly w czasie (patrz nagne zadanie). Stany takie nazywastgnami stacjonar-
nymi ale nie g to jedyne stany dulace rozwazaniami rownania Schrodingera za-
leznego od czasu. Aby to zobaczyozwiazmy nasgpujace

ZADANIE

Niech funkcje falowe

Et

W (x,t) = wl(x)e’iﬁ, W, (x,t) = wz(x)e‘% A

beda rozwiazaniami petnego réwnania Schrédingera (tzn. tegochodi czasow
po prawej stronie).

1. Pokaz4 ze jezeli stan czstki opisany jest ktérymkolwiek z tych rdz-
wiazan, to przestrzenny rozktad prawdopodadisigva znalezienia astki jest staty
w czasie.

_ g
2. Pokazé, ze dowolnasuperpozycja l1—’(X,t) = ch(//k(x)e g
k
rowniez jest rozwizaniem rownania Schrodingera. Czy przestrzennytadziraw-

dopodobiéstwa pozostaje staly w czasie w takim przypadku2w(Tstany nie-
stacjonarne)

Do oscylatora harmonicznego, azakdo wczéniejszych przyktadow, jesz-
cze wrocimy. Przede wszystkim dleask, ze funkcje falowe, zwizane z ranymi
wartasciami wtasnymi, pozostajwzgledem siebie w bardzo szczegdlnych rela-
cjach, a operatory odpowiadaeg wielkgciom fizycznym maj wspolne, nietry-
wialne wiasnéci.

Aby to wszystko zobaczy musimy jednak zapozéasic z bardziej fun-
damentalnym podé&giem do mechaniki kwantowej, a jeszcze viorej, opanowé
tzw. notacg Diraca, lgdaca wygodnym sposobem zapisu wektoréw i ich wspot-
rzednych, operatorow i ich wspokdnych oraz wszelkich przeksztaicewia-
zanych ze zmianbazy w przestrzeniach wektorowych. Mechanika kewamat- jak
si¢ okaze — jest nasycona takimi elementami i wybor ekononmeggnsposobu zapi-
sywania bardzo utatwia rachunki.

Na jaki czas odlaymy wigc fizyke na bok.
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Na pocatek — dla przypomnienia- definicja przestrzeni wektorowepr(ze-
strzeni liniowg — to s synonimy).

Przestrzenia wektorowa V nad ciatem liczbowymF nazywamy zbioy
elementéw, zwanychvektorami, takich, ze dla kadych dwoch wektorévxl&) i

|b> okreslony jest jeden wektolc> bedacy ich sum |C> = |a> +|b> a kady wek-
tor |a> nalezacy doV i kazda liczba@ nalezaca do F mag okreslony iloczyn
a|a> nalezacy doV , przy czym:

« V jest grup przemiena ze wzgédu na wspomnianwyzej operac
dodawania, co wymaga eiizy innymi tego, aby istnial element zerowy

wzgledem dodawanieix0> , czyli taki, ze dla kadego Wektora{a> zachodz
|a> +|O> :|a> .

o dla kadej pary Wektor(’)w|a> i |b> oraz dowolnej liczbya zachodz
afla) + ) = ale) + ),

+ dla kadej pary liczba i [ oraz dla kadego wektoreia> zachodzi
(a+pla) = ala) + fa),

» dla jedynki z ciata liczbowego i dlamego|a> zachodzi

1la) =[a).

Na marginesie warto zauag, ze ten nieco egzotyczny sposob zapisu dla
wektoréw, ktéry zastosowdlny, jest ju: elementenmotacji Diraca. Ogélna zasa-

da jest takaze wektor opisany jest nawiase%>, do wretrza ktérego mgemy

wpisa& dowolne symbole identyfikage ten wektor. W zwyktej tréjwymiarowej
przestrzeni wektorowej odpowiednikiem "zaostrzonagwiasu" jest vic strzatka

nad symbolem. Naly podkréli¢, ze symbolami |a> lub @ oznaczamy

wektory a nie zbiory ich wspébddnych w wybranej bazie. Nazywanie kom-
pletu wspéitrednych wektorem jest wulgaryzmem.
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Na wytek mechaniki kwantowejdoziemy potrzebowali nieskezeniewy-
miarowej przestrzeni wektorowej nad ciatem liczlspmonych. W przestrzeni tej

okreslony bedzie iloczyn skalarny <a]b> czyli odwzorowanie uposzlkowanych

(chodzi o kolejnéc) par wektorévv|a> i |b> w zbidr liczb zespolonych spetraap
nastpujace warunki:

« dla kadych trzech wektorév{ﬁ), |b> i |C> oraz dowolnych liczba i 8
zachodzi:

<aa + ,&)|C> = c‘r(a]c> + ﬁ(a]b) (po lewej stronie mamy iloczyn skalarny wek
tora a|a> + ,3|b> przez wektor|C> ),

(daa+ fo) = a(da) + Bldb)

« dla kazdego |a> zachodzi<aja> >0, a z tegoze <a]a> =0 wynika, ze
la)=0).

Z powyzszych definicji wynikag dwa wane twierdzenia:

1. Dla kadej pary wektorém}&l) [ |b> zachodzi<ajb> = <b|a>.
2. Nieréwna¢ Cauchy'ego: dla kalej pary wektorém}&l) i |b> zachodzi:

(alo)] <] [lo].

gdzie przez normy wektorow rozumiemy dodatnie piastki z ich "kwadratéw
skalarnych:

o) = +(ake).

Przypomnimy teraz znane z algebryquig takie, jak baza, rozktad wektora w
bazie, operator, reprezentacja operatora i wekioidazie, zmiana reprezentacji
operatora i wektora przy zmianie bazy. Wszystkeapiszemy w notacji Diraca.

W przestrzeni wektorowej, o ktorej mowa, wprowadyanbaz

‘el>,‘ez>,...,‘q1>, przy czym wymiar przestrzeni m® by nieskaiczony
(N =o0). Zalazymy, ze baza jestortonormalna, czyli ze <q‘ej> = d:l . Dowolny

wektor |a> mozemy roziay¢ w bazie ortonormalnej:
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o)=Y ale) = (elalle) = S lela).

n
Zauwamy, ze chg symboli Z‘q ><q‘ zachowuje si tu jak operator jed-
i=1

nostkowy: mozna go zawsze wpigaprzed dowolnym wektorem nie zmieniaj
tego wektora (znak sumy zwykleggpomija). Ta "drukarska" w zasadzie uwaga
bardzo skraca rachunki. Na przyktad obliczaniezyjow skalarnego dwéch wek-

toréw |a> i |b> roziazonych w bazie ortonormalnej, przeprowadzone w zyyki
sposo6b wygidatoby tak:

» rozktadamy kady z wektoréw w bazie

a) = §<qla>\a e i<e,- be,).

j=1

e obliczamy iloczyn skalarny

(@)= 2 {ale) e o) (ele,

n
i=1 j

i=1 ]=1 i=1

Jak wid& jednak, caly powsszy rachunek memy poming, jezeli przed
wektor |b> w iloczynie skalarnyrr<a]b> wstawimy zdefiniowany waej operator
jednostkowy.

Operator ten me by zbudowany z wektorow dowolnej bazy ortonor-
malnej, a wyboru bazy jak sk nizej okaze — dokonujemy w zalmosci od tego, co
chcemy wyliczy.

Jak wiemy, reprezentacpperatora liniowego w bazie jest macierz. Powstaje
ona w sposob nagtujacy:

Rozwamy operator liniowy A dziatapcy w przestrzeni wektorowej
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i wybierzmy baz ortonormali ‘el>,‘e2>, ...,‘en> . Wstawmy "zrobiony z tej bazy"
operator jednostkowy przed wektdm) i zrzutujmy obydwie strony otrzymanej

formuty na dowolny wektor bazovxh> . Otrzymamy

(e,

A‘q ><q |a> = <ek|b> (opucilismy znak sumowania pb).
Powyzsza formuta mee by odczytana jako zapis maenia macierzy kwa-

dratowej A o elementachA, = <equ> przez koluma wspotrzdnych wek-

tora |a> Macierz & nazywamyr eprezentacja operatora A w bazie{|e>} , po-

dobnie, jak kolumawspétrzdnych nazywamyepr ezentacj a wektor a.
Notacja Diraca bardzo utatwia proceduwmiany reprezentacji (zmiany ba-

zy).

Zmiane reprezentacji wektora przeprowadzamy nagtujaco:
Mamy reprezenta@jwektora|a> w bazie{|e>} :

) =g )ela),

(efa)
<%®

<Q®

samego wektora w innej bazie ortonormal}mj>,‘/72>,...,

czyli mamy kolumr jego wspotrzdnych . Szukamy reprezentacji tego

/7n>. Tego typu zadania
rozwiazujemy zaczynap od napisania tego, czego szukamy, gcwi tym wypad-
ku, od napisania symbolu reprezentacji wektler)aw bazie{‘/7>} : </7||a>. Teraz
wystarczy ja tylko wstawt przed Wektor|a> operator jednostkowy "zrobiony" z

wektorow bazy{ |e>} :

(mla) = (nle (ela)
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</71|a>
</72.|a>

</7,;|a>

i zadanie jest rozwzane: kolumna nowych wspoédnych powstaje z

(efa)
kolumn . <e?|a> yeni j iej
y starych wspoterinych : droga pomncaenia tej ostatniej przez
(e a)
macierz przecia U o elementacltd , = </7r es>
<’71|a> <e.l.|a>
<f72:|a> U <ez:|a> |
(mfa))  \(ala)
ZADANIE

Pokazé, ze macierZU jest unitarna.

Podobnie wyprowadzamy formuhazmiane reprezentacji operatora.

ZADANIE

A‘q> . Zna-

Znamy reprezenta@joperatoraA w "starej" bazie:A; = <ek

lez¢ reprezentagjw bazie{‘/7>} .

Rozwizanie:

Wypisujemy symbol potrzebnej reprezentaéji,; = </7k A‘/]) i wstawiamy

operatorow "jedynke" przed Wektor,&‘ﬂi > , aw nim z kolei przed Wektciﬂi > :

An)=(ne )ie|Ae.)leln).

</7k
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Jezeli macierz reprezentacii operatol:’sl w bazie{|e>} oznaczy przez A
a macierz reprezentacji w bazﬂﬂ}} przez A', to powyszy zwihzek mana za-

pisat w postaci:A’ = UAU ™.

Dla kompletu podamy jeszcze zapis definicji spenia operatora po her-
mitowsku oraz przypomnimy definicjoperatora hermitowskiego (takie tée
operatory odpowiadajwielkosciom fizycznym w mechanice kwantowej). Opera-

toremspr zezonym po hermitowsku do operatora Iiniowego& nazywamy opera-
tor (oznaczony symbolenf\™) spetniajcy dla dowolnej pary wektorc'n}ﬁ) i |b>
nastpujacy zwiazek:

(elA) = (lA"l).

Sens powyszej definicji staje sijasny, jeeli odczytamy obydwie jej strony
W nasgpujacy sposoéb:
e Strona lewa: iloczyn skalarny wekto*a> przez przeksztatlcony opera-

torem A wektor|b) ;

e strona prawa: iloczyn skalarny przeksztaticonegeraprem A" wektora
|a> przez wekton{b> (w takiej wianie kolejndci!).

Operator hermitowski, to taki, dla ktc’>regoA+ =A.

ZADANIE

Niech A oznacza dowolny operator liniowy. Pokéazze A A* jest ope
ratorem hermitowskim .

ZADANIE

Pokazé, ze

« Wartdsci wtasne operatora hermitowskiegprgeczywiste a wektory wias-
ne przypisane uhym wartgciom wtasnym g "prostopadie” (w sensie tego samggo
iloczynu skalarnego, ktory wygiuje w definicji sprzgania operatora po hermitop-
sku).

« Istnieje zawsze uklad zupelny wektoréw whasnyclerapra hermitow
skiego ledacy ortonormala baz w przestrzeni wektorowej, w ktérej ten operator
dziala.

« Jeeeli ciag liczb @,,Q,,0,,... jest kompletem warkei wtasnych opers

tora hermitowskiegoA a odpowiadajce im znormalizowane i prostopadte do gie-
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bie wektory wlasne oznaczymy prz4ﬂl>,‘az>,‘a’3>,..., to operatorA da se
zapis& w postaci

Z‘a a. ‘ ‘O’ a. ‘ (zwyczajowo opuszczamy znak sumowania).

Przedyskutowé&to zadanie w przypadku, gaperator A jestzdegener o-
wany (czyli posiada wielokrotne wardoi wiasne).
» Udowodné, ze warunkiem koniecznym i wystarczeym istnienia wspo

nego kompletu wektorow wtasnych dwéch operatorommitewskich AiB jest,

aby znikalkkomutator tych operatorow, czyli abb&, éJ = Aé - éA =0.

Uzywany przez nas zapis wzorow, w ktdrych wpsiwatlo sumowanie po
widmie operatora, sugerowak widmo to jest dyskretne. W mechanice kwantowej
spotkamy jednak przestrzenie, ktorgibnie tylko nieskéczenie wymiarowe ale w
dodatku takie,7 dziatapce w nich operatorydaa miaty widmo czsciowo (czyli
kawatkami) lub catkowicie gbte (por. widmo operatora energii dla przypadku-pro
stokatnej studni potencjatu o skozonej g¢bokasci). W takich przypadkachgt
cze$¢ sumowania, ktéra odpowiadagiemu fragmentowi widma, zagiuje catko-
wanie, a w szczegoldoi:

 rozklad wektora na wektory bazowe (w roli tej bazystpuja wektory

wtasne jakiegé "ciagto-dysketnego" operatora hermitowskieg@o) zapiszemy w
postaci

@ =2a ) \¢+Ila<a\¢f>

gdzie sumowanie obejmuje dyskretozes¢ widma a catka oznaczona wykonana
jest po jego fragmentachagtych. Takie sumowanie/catkowanie sma oznaczy

symbolem z , albo - zgodnie z konwengj — opuszcz& znak sumowa-

nia/catkowania, pisg po prostu powssz formuk w postaci
@) =la)alg).

. OperatorA mazna w takim przypadku zapisa postaci

A=2la) a|+II (alda =¥ |a)ala| =|a)a(a].






PRZESTRZHE
HILBERTA

Wspomnielimy juz o tym, ze nazywanie kolumn liczb wektorami a ma-
cierzy kwadratowych operatorami nie jest pesgjwérod fizykéw. Wiemy ju bo-
wiem, ze g to tylko reprezentacje wektoréw i operatoréw, poggace s¢ dopiero
po wyborze bazy, i bez jej uprzedniego wskazanebpwione sensu. Dowiemyesi
teraz,ze wywane przez nas w poprzednich rozdziatach funkai@nfe i "operato-
ry" byly takimi reprezentacjami wéaie a nie prawdziwymi obiektami (wektorami) i
prawdziwymi operatorami.

Zanim jednak to wyj@imy, sprébujmy zastanowisie glebiej nad rénica
miedzy wektorem a jego reprezentaciVektor jest obiektem niezaieym od re-
prezentacji: jeeli nie powstanie cywilizacja, w niej nie urodz §izyk, ktéry skupi
uwag ha danym obiektywnie istniggym wektorze (np. gglzie jakie czastki) i nie
wybierze bazy do jego opisu, to reprezentacjienbed zie.

Dla wektoréw rezerwujemy zawsze jakieznaczenia odnogze s¢ do nich
bezpdrednio (niezalenie od ew. reprezentacji)a%o odpowiednie symbole dira-
kowskie lub litery ze strzalik A czym jest obiekt kryjcy sk za takim symbolem?
Dla fizyka jest to zawsze jakielement rzeczywistoi: ped castki, jej predkosé,
sita dziatajca itd. Do pag¢ tych jestémy przyzwyczajeni, jesteny oswojeni z
symbolami oznaczagymi te pogcia i dlatego na widok znakéw czy P nie
wpadamy w poptoch: przestrzdréjwymiarowa, jako ta, z ktgrobcujemy na co-
dzien, wydaje st nam "oczywista".

Dla poprawnego opisu mikéwiata zmuszeni jednak jestey powota& do
zycia zupetnie now przestrzé wektorows. Okazuje si mianowicie,ze stany dane-
go uktadu fizycznego (danego obiektu fizycznegaoldiwanego od otoczeniad s
wektorami w nieskaczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej nad cialeanb
zespolonych z okéonym iloczynem skalarnym (por. poprzedni rozdziddyze-
strzeh t¢ nazwiemyprzestrzenig Hilberta. Nie jest ona ani troghbardziej ab-
strakcyjna od abstrakcyjnej przestrzeni tréjwymieep przywotywanej w fizyce
klasycznej do opisu zbiora przyktadowo- wszystkich maliwych pedéw danej
czastki. Wielkasciom fizycznym odpowiadaj w przestrzeni Hilbertaoperatory
hermitowskie (obserwablg awartosci wtasnetych operatoréwssjedynymi ma-
liwymi do uzyskaniavynikami pomiaréw tych wielkaci.

Elementy przestrzeni Hilberta i operatory w niejadigace, to te prawdziwe
wektory i operatory, o ktérych méwéiny na pocatku tego rozdziatu.
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Obiektem fizycznym, dla obstugi ktérego powotujemprzestrzé Hilberta
H , niech kdzie na razie pojedynczaastka w jednowymiarowynswiecie (po-
dobnie, jak w przyktadach oméwionych w rozdzialagim)!.

Zbudujmy w przestrzeni Hilbertaperator potozenia czastki X. Potrzebu-
jemy garnituru wartéci wkasnych i kompletu odpowiadajych im wektorow wias-
nych tego operatora, czyli kompletu wektoréw odmm@ipcych stanom fizycznym
czastki, w ktérych potaenie castki jest okrélone. Z ddwiadczenia wynikaze
wartaici wlasne operatora patenia (w jednym wymiarze), to "q@" wszystkich
liczb rzeczywistych (powiadamy: operator p@aia ma cigte widmo st¢gajace od
plus— do minus nieskgzondci). Liczby te oznaczmy po prostu symboletm Od-
powiadajce tym wartéciom wektory witasne poszukiwanego operatora ozmagzy

przez|X>; "czastka jest w stani+><> ", to znaczyze mierzc potazenie castki uzy-

skamy na pewno wynik (X jest t sam liczba, ktéra figuruje wewstrz nawiasu
dirakowskiego, pehac tam funkcg identyfikatora).

Mozemy wic sformutowa réwnanie wlasne)?|x> = X| X) a sam operator
potozenia zapiszemy wzorem

% =x)x(X,

w ktérym— zgodnie z naszkonwencj — ukryta jest catka
K= j|x>x<x|dx.

Operator potgenia jest hermitowski na mocy rzeczywistioliczb X i orto-
gonalndci wektoréw|x> przypisanych rgnym wart@ciom wkasnym.

Dowolny Wektor|lP> mazemy zapis&w bazie{ |X>} :

) = [J(xw)ae = o).

Wystepujacy pod catlg iloczyn skalarny< X|LP> , bedacy dla danego wektora
|lP> pewry funkcja zmiennej X, jest znam nam ju funkcja falowa odpo-
wiadapca stanowi|‘P>. W tym miejscu musimy wyfai¢ réznice miedzy okrele-
niami "wektor w przestrzeni Hilberta" orasvéktor stanu" albo "stan'. Ustalony

wektor w przestrzeni Hilberta me opisywa stan uktadu fizycznego w danej chwi-
li, podczas gdy "stan" jest zalym od czasu wektorem w przestrzeni Hilberta.

1 Nie naley utozsamia tego jednowymiarowego (lub tréjwymiarowegmjiata z
przestrzenyj Hilberta!
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Zaleznos¢ ta odpowiada ewolucji czasowej uktadu fizycznégha przykiad w
przypadku "fali ptaskiej" miesimy wektor stanIlLPp’E(t)> odpowiadajcy czastce
swobodnej o okrdonej energii i okrélonym pzdzie. Rozkiad tego wektora stanu w
bazie{|X>} ma nas{pujaca posta:

‘wpf(t» - T|X><X‘LP,,,E(t)>dx = T|X>eih<Px-Et> dx = e-;a T|X>e;’ by

—0co

Réznica medzy "stanem" i "wektorem" zacieragsikiedy mamy do czy-
nienia ze stanem stacjonarnym, czyli stanem ostikiej energii. Powsszy stan,
jak rowniez wszystkie rozwizania wyliczone w przyktadach 1 — 4 w rozdziale-dru
gim, s whasnie stanami tego typu: zaleos¢ czasowa wektora stanu jest tu zredu-

I
kowana do obecroi czynnika fazowegoe hEt. Wszdzie tam wgc, gdzie mie-
lismy do czynienia ze stacjonarnymi rozméniami réwnania Schrddingera, czyli

|
— Bt
funkcjami postaciW(X,t) = ¢/(x)e " , funkcja (/(X) byta iloczynem skalar-

nym wektora stanu wtiego w chwili zero przez odpowiedni wekt|01'>:

(W, e (t=0)) = p(x).

Warto zauway¢, ze w przypadku rozwian niestacjonarnych (por. zadanie
na str. 33/34 i zapisany tam stan niestacjonarrgktov stanu zaley od czasu w
bardziej istotny sposéb: jest on wéwczas supergaayektoréw niezalenych od
i

. . Edt . .
czasu ze wspotczynnikang € "~ zaleznymi od czasu

wo)=Yce " |w,). (odziey,)=|¥, t=0)),

czyli jest wektorem w pewien sposoébe¢tivujacym” w przestrzeni Hilberta, co od-
powiada zmieniaijcej sk sytuacji fizycznej.

2 Uwaga ta jest prawdziwa tylko w ramach tzw. obr&zhrédingera, ktéry tu od
pocatku stosujemy. Chodzi o e maliwosci opisania czasowej ewolucji kwan-
towych uktadéw dynamicznych. W dalszymagu pokaemy,ze istniej inne spo-
soby opisu tej ewolucji (inne obrazy) - por. roadi3.

Warto tez pamkta¢ o tym,ze wektor w przestrzeni Hilberta pomimmy przez do-

wolny czynnik fazowy e’ opisuje & sam sytuacg fizyczm.
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lloczyn skalarny dowolnej pary wektorévim) i |‘P) nalezacych do przest-

rzeni Hilberta ma uniwersalninterpretacgj, ktérej wytazenie musimy jednak po-
przedz¢ kilkoma uwagami.

Niech wektor|a> bedzie wektorem wtasnym obserwabl do wartdci

wlasnej a. Komplety unormowanych i "prostopadtych” wektoréwasnych ra-
nych operatoréw hermitowskich dziaaych w przestrzeni Hilberta megeni
role ortonormalnych baz w tej przestrzeni. Wspotczynmizktadu dowolnego

Wektora|LP> w takiej bazie|lP> = Z(//a|a> maj nastpujaca interpretagj: kwa-
a

drat modutu wspoétczynnikay/, E<a]LP> jest prawdopodobistwem (lub— w
przypadku bazy ggtej — gestaicia prawdopodoblestwa) tegoze mierac w stanie

opisanym wektoren{LP wielkos¢ fizyczm A otrzymam jako wynik pomiaru

liczbe a. Zauwamy, ze podana w rozdziale 1 probabilistyczna interpjatfmk-
cji falowej

W(x,t) = <x‘kIJ(t)>

jest szczegblnym przypadkiem zastosowania tej yasad
Wiemy juz wigc, ze jezeli |‘-P> = |a> to pomiar odpowiedniej wielkoi fi-

zycznej w stanie, ktory w danej chwili pokrywa gi Wektorem|‘-P>, da na pewno
wynik @. Czy mana jednak to stwierdzenie odwréeiCzy prawdziwe jest takie

zdanie: jeeli w wyniku pomiaru wielkéci fizycznej A w stanie opisanym wekto-
rem ‘> otrzymalsmy wynik a, to wektor ten zostat jednoznacznie zi-

dentyfikowany jako|a>? Odpowied na to pytanie jest negatywna i to z dwoch
powodéw. Po pierwsze wynik wspomnianego pomiarormiije nas tylko o tym,

ze Wektor‘ > ma nie znikajca sktadove "w kierunku" |a> ale niekoniecznie jest

wektorem wiasnym operatoré:\ do wartdci wiasnej a. Zeby st o tym drugim
przekon&, musielibymy w zasadzie wykoranieskaiczenie diug sert pomiarow

wielkosci fizycznej A na nieskaczenie licznym komplecie identycznych obiektow

fizycznych pozostapych w identycznym stanie opisanym Wektor(lfrr). (Taki
fikcyjny komplet nazywamyzespotem statystycznym Jezeli wszystkie pomiary

dadz wynik a, to wtedy dopiero mamy gwarancye wektor‘ > jest wektorem

wlasnym operatoraA do wartdci wlasneja (a doktadniej: prawdopodoliistwo

tego, ze niezgodnie ze stanem faktycznym zidentyfikosmayi stan‘ > jako stan

|a>, moglibysmy wtedy ocen jako réwne zeru).
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Druga przyczyna jest nagujaca: operator A maze by zdegenerowany,
czyli tej samej wartéci wlasneja moze odpowiadé pewna podprzestraalegene-
racji. W takim przypadku opisana wgj fikcyjna seria pomiaréw zidentyfikowataby
badany wektor jako natecy do tej podprzestrzeni, ale bez wskazania natfoy
to jest wektor. Chyr w takim przypadku dowiedziesic czegd wiecej o tym wek-
torze, musielibymy wykona& pomiary jakie§ innej (lub innych) wielkéci fizycz-

nej, ktorej operator komutuje z operatorefn. O tym, w jaki sposob detzanie
kolejnych operatoréw uwalnia nas od dowdlrizwiazanej z degeneragjdowie-
dzielismy sk na zagciach z algebry. Uktad komutigych obserwabli, posiadgjy

j e d e n wspdlny komplet wektoréw wlasnych, naagw zupetnym. Widat wiec,
ze dla petnej identyfikacji wektora odpowiagleggo zdegenerowanej waito wia-
snej, musimy rozwaar obserwaly uzupeiné innymi komutujcymi z ni (i mig-
dzy sola) obserwablami i dokordana zespole statystycznym nieskponej serii
pomiaréw wszystkich obserwabli z uktadu zupetnébaka nieskaczona seria po-
miaréw nie mae by oczywicie wykonana w praktyce. Memy tylko wykon&
dluga, ale zawsze skmzom liczbe pomiaréw— jezeli wyniki tych pomiaréw po-
wtarzap sie, to nabieramy tylko coraz wkszej pewnéci, ze badany stan jest okre-
slonym stanem wiasnym obserwabli, kitub ktére) mierzymyZadna skaczona
seria pomiaréw nie pozwala jednak nigdy wyklugzse w badanym stanie nie ma
"domieszek" innych stanéw wtasnych.

Mozemy teraz wréd do interpretacji iloczynu skalarnegéﬁD|LlJ>. Za-
t6zmy, ze wektor |¢> jest wektorem wlasnym pewnej obserwabli do niezde-
generowanej warkgi wlasnej. Wéwczas kwadrat modutu iloczynu skadgim
<¢|W> jest prawdopodobistwem tegoze wykonupc pomiar tej obserwabli w
stanie|LIJ> otrzymamy wynik taki, jaki uzyskalidyy mierac w stanie|(D>. Bez
szczegllnej dbakoi 0 precyzg mozna wic powiedzié, ze iloczyn skalarny
<¢|W> odpowiada za zawaﬁc’)wektora|q3> w wektorze|LIJ> .

ZADANIE

Czy maldiwa jest podobna interpretacja iloczynu skalarnatpwolnych
dwéch wektoréw w przestrzeni Hilberta?

Rozwigzanie:

W zasadzie tak, ale z jednym zastergem.
Zalézmy, ze mamy wektor|qJ> a szukamy "w nim" wektor$¢>. tatwo

Zrozumie, ze musimy w tym celu dysponoWaperatoremLsa , ktérego wektor|(D>

jest wektorem wtasnym do jakiejvartaici wiasnejb i to bez degeneracji. Teore-
tycznie mamy gwarangj ze operator taki istnieje: wystarczy wybrdowolny zu-

petny ortonormalny ag wektoréw, whczapc do niego wektofq3> , przypisd tym
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wektorom rzeczywiste warfoi wlasne w taki sposéb, aby waitonvtasna przypi-
sana wektorowi|CD> byla niezdegenerowana, i z tych elementéw zbudoola
serwab¢ wg przepisu podanego w ostatnim zadaniu z popiegdmozdziatu. Jee-

li tylko szereg bhdzie zbigny, to mamy okréona obserwalyy B. Problem w tym,

ze dla takiej przypadkowo "zmajstrowanej" obserwalmi znamy przepisu jej mie-

rzenia. W praktyce wt iloczyn skalarny ma bezg®dni interpretac; tylko wte-

dy, gdy jeden z wektorow jest wektorem wtasnymggkznanej obserwabli (czyli

takiej, dla ktérej mamy przepis mierzenia) do negeherowanej war§oi wiasnej.
Jezeli wspomniana wiej wartéé wlasna jest zdegenerowana, to interpre-

2
tacje probabilistycza ma sumaz ‘<Cl3b|LIJ>‘ wykonana po wszystkich prostopad-
@)

tych do siebie wektorach wiasnych operat(EAa przypisanych tej samej wagt
wilasnejb i oznacza prawdopodoliigtwo tegoze mierac w stanie|‘-P> wielkosé¢

fizyczm opisan operatoremé otrzymamy w wynikub .



REPREZENTACJE
POLOZEN | PEDOW

Jak ju wiemy, z kadym operatorem hermitowskim dzialeym w prze-
strzeni Hilberta zwizana jest co najmniej jedna baza foloa z jego wektoréw
whasnych) rozpinaijca t przestrzeé, a z kada baz — pewna nowaeprezentacja
Mozna wic powiedzié, ze kazdej wielkdici fizycznej odpowiada co najmniej jed-
na reprezentacja. adi operator nie jest zdegenerowany, to odpowiadaozywi-
scie jedna reprezentacja.

Zajmiemy s¢ teraz dwoma reprezentacjami, ktoryctywa sk szczegolnie
czesto: reprezentacja potozen i reprezentacjp pedéw. (Tej pierwszej zreszt
uzywamy nigwiadomie od pocgku tego wyktadu.)

Wspomnielimy juz wyzej, ze funkcja fanwaLIJp(X) , odpowiadajca sta-
nowi z okrélonym pedent, maze by odnaleziona w rozktadzie wektora tego stanu
na wektory wlasne operatora pzémia:

‘LPp,E(t» = T‘XXX‘LPR >dx ﬂ (px ¥

5 Hx “dx = e"5 HX>‘-P

Z przyczyn, ktére wyjgniono wyej, stan“Pp'E(t» jest w kadej chwili

opisany wektorem wtasnym operatorgdp (z uptywem czasu przyrasta tylko faza
tego wektora, co nie ma znaczenia dla dziataniaadpedw, w tym operatoragdu).

Wynika z tegoze jezeli za standardowy wektor Wlasvbm operatora gdu przypé

I

L.
umownie wektor‘kl—‘pyE(O», to maemy napisa <x| p>=eh . Jeeli zbior
wszystkich wektorow whtasnych operatorglp potraktowa jako baz w przestrzeni
Hilberta, to ostatnia formuta podaje nam wspgdree wektorow bazy{‘p>} w

bazie{‘x>} . Korzystajic z tej wiedzy meemy odtworzy reprezentagjoperatora

pedu w bazie wektoréw wtasnych operatora pelga (i na odwr6t). Zanim to zro-
bimy, musimy jednak przypomriesobie definicj tzw. "delty Diraca".

1w dalszym cigu zaktadamy jednowymiarowiwiat przestrzenny. Na kou roz-
dziatu zamiécimy pakiet wzoréw dldwiata realnege- tréjwymiarowego.
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DELTA DIRACA

Fizycy definiup dele Diraca w sposob nagiujacy:
Wyobrazmy sobie rzeczywigtfunkcje fg(x— Xo) jednej zmiennej rzecz

wistej X, posiadajca wyrazne maksimum w punkcieX,. Parametr€ stuzy do
sterowania ksztattem funkcif .

fs(x 'xo) 1

e#0

v

Xy X

Zalzmy, ze dla & - O maksimum funkcji staje sicoraz wysze i wzsze
a konkretnie, ze dla kadego X# X, zachodzi Iirrg fg(x—xo) =
£

+00

Igi[rtl) fg(O) =00 i ze _J. fE(X— XO)dX =1, a przynajmniej, ze

IIm I X = X0 dX 1. Dla tak zdefiniowanej funkcjif i dla odpowiednid

dobranej do niej klasy funkcji pr(’)bnyctﬁ(x) prawdziwy jest zwizek:

Igiqup(x X=X, )dx = ¢(x,),

bedacy prost konsekweng twierdzenia o wartii $redniej. Konieczn& wias-
ciwego doboru funkcji prébnych wynika z tege, wystpujaca w powyszym wzo-
rze catka jest niewkgiwa i tatwo zrozumié, ze istotne znaczenie ma ,zachowgnie
sie” funkcji probnej w nieskaczondci.

Twoér, ktory otrzymujemy z funkcjifg(x— XO) po przejciu granicznynp

& - 0, nazywamydelta Diraca i oznaczamy symboleré(x - XO) . Zauwamy,
ze delta Diraca nie jest funkcjMatematycy podobne konstrukcje nazyywaystry-
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bucjami i traktuj jako odwzorowanie zbioru funkcji w zbidr liczb: e Diraca
przyporadkowuje kadej funkcji probnej jej wart@ w punkcie X, . Przyczyna, dI
ktorej fizycy woh jednak rozumié delt jako graniczny przypadek odpowied
dobranej modelowej funkcji i w tym, ze w przyrodzie nie istnieje "wcieleni
prawdziwej delty Diraca: wiwiecie realnym spotkamy tylko lepsze lub gor

przyblizenia delty, z&delta prawdziwa pozostaje tylko bardzgytecznym ale ab
trakcyjnym rachunkowym nagdziem.

= M

nio

Sze

ZADANIE
Pokaza, ze :

1. d(ax) =é5(x) (tuiniej a jest liczky rzeczywist),

2 _a?) = [5(x—-a)+d(x+a
2. 5()( ) 2|a|[5( ) 6( )]’
WY(x)3(x - a) = W(a)d(x - a),

d
4. Xd_ O(X) = —9(X) (pochodm delty naley rozumig w sensie catkg
X

wania przez cgci).

ZADANIE

Definiuje sk funkcje Heaviside'a@(x - Xo) :

_[0dlax < x,
e(x_xo)_{ldlaxzxo '

Pokazé, ze %G)(x - xo) = 5(x - xo) i okresli¢ klas; funkcji probnych.

ZADANIE

Pokaza, ze IIm j g =%)=dKlgk jest dobrym modelem delty Diraca.

Wskazéwka: Wykon& catkowanie po zmienneK i otrzyman funkcje

zbad& wg podanej wyej definicji delty Diraca. Cakk j > oblicza

. x
T(X=x)*+e
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sie korzystajc z twierdzenia o residuach Ilub korzystaj z tego, ze
dy
1+y

> =arctgy+C.

ZADANIE

Niech W(x) bedzie zespolos funkcja zmiennej rzeczywistejlransforma-

ta Fouriera tej funkcji nazywamy takfunkcije (D(k) , 7€

W(x) k)e“dk .

@J“’

Korzystapc z wprowadzonego wgj modelu delty Diraca zn&lé trans-
formacg odwrotry, czyli wyrazt funkcije dD(k) przez funkaog l1—’(X).

Rozwigzanie:

"Obktadapc" catkowy wzér z tematu zadania odpowiednio dobgperacy
otrzymujemy:

%Tg[n_ww( x)e""e e ok =lim [ kg { 1ﬂ j Cb(k)ékxdk}dx

= lim [ o(k)e“* Ve dkax = jcp )a(k - k')dk = (k).

Otrzymalismy wigc zwiazek

(k) = %TL'T) lJJ(x)e‘"‘xe‘E‘X‘dx = %T I W(x)e™*dx.

Ostatnie przégie graniczne jest prawidlowe pod warunkiere, catka jest

zbiezna niezalénie od obecnii czynnika uzbigniajacego € ¥ . Dla funkgji,

odpowiadajcych realnym stanom fizycznym warunek ten jestrgpal, bowiem
funkcje falowe odpowiadajce takim stanomascatkowalne z kwadratem czyli
calki z kwadratu modutu tych funkcji wykonywane wagicach nieskiczonych g
skaaczone. Mana pokazé, ze transformata Fouriera funkcji catkowalnej z kvaadr
tem jest rownig funkcija catkowalra, z kwadratem.

W rutynowych rachunkach pomijamy zapis pézi granicznegos — 0.
Powyzszy rachunek ¢glzie wicc wygladat tak:
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W(x) = %Tifq)(k)e“‘xdk, (%T [ e‘“"x...dx)

%Tzw(x)e‘ik'xdx = ZEdKQJ(k)(%TIei(k'k')dej
= Tqun(k)d(k -k)=a(k).

R R R g g g g R R R

Zanim wrocimy do wyliczenia reprezentacji poémiowej operatora galu,
jeszcze dwie uwagi:

+ Dotychczas nie mowiiny o pewnym klopotliwym defekcie, jakim
obarczone gstany wlasne operatora poémia i operatoraguu: s onenienormo-

|
L
walne. Na przyktad poteeniowa funkcja falowaLI—’p(X) = Ne" odpowiadaica

wektorowi wlasnemu operatoragu, ma w calej tréjwymiarowej przestrzeni taki

sam modu+|N|, z czego wynika,ze jezeli |N|2¢O, to pr(x)rdx

= I|N|2dx= 0. W stanie qu(X) gestas¢ prawdopodobigstwa znalezienia

czastki jest wszdzie (w nieskaczenie rozcaiglym swiecie) taka sama. Skoro 4@
rozwazana funkcja falowa ma opisaj e d na castke, to znormalizowane do jed-
nosci prawdopodobigstwo "rozpdci sk" w nieskaiczonej obgtosci dajac zerowy
gestas¢ prawdopodobigstwa. Wynika sfd istotna trudné, na jak natrafiamy
prébupc dokona probabilistycznej interpretacji nienormowalnej kaji falowej.

1
W rachunkach wygodna jest normalizadih = f przy ktérej zacho-
27

dzi zwiazek

(plp) = (pX)(Xp) = ﬁfe”x(p'_p)dx =o(p-p).

Wektorow nienormowalnych nie zaliczagsilo przestrzeni Hilberta. Ta
ostatnia zawiera bowiem wagznie wektory normowalne. Dla przestrzeni Hilberta
uzupetnionej o wektory nienormowalne prgg nazw: wzbogacona przestrza
Hilberta.

Warto wiedzié, ze we wzbogaconej przestrzeni Hilberta mamy bazy nu-
merowane wskaikiem ciagtym (albo bazy ogciowo numerowane wskaikiem
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ciagtym, a czsciowo dyskretnym), podczas gdy w przestrzeni Hiibeastnieje
zawsze baza dyskretna.

e Zauwamy, ze znajc reprezentagjpotazeniony wektora wkasnego ope-
1

ratora gdu p)=
P ==

wlasnego operatora paienia. Zachodzi bowiem oczywisty zmek

|
L.
e" , mamy zarazem reprezentagicdowa wektora

) p(px) = lpje”

Symetria, z jak pojecia pedu i polazenia wys¢puja w mechanice kwan-
towej, jest odbiciem symetrii rilzy kanonicznie spegzonymi zmiennymi fazo-
wymi w mechanice klasycznej.

ZADANIE

Skompletowd funkcje falowe wektorow wilasnych operatora peioia w
reprezentacji poten i pedow.
To samo- dla wektorow wtasnych operatoradu.

Wracamy do wyliczenia reprezentaojperatora pedu w bazie wektoréw
whasnych operatora patenia. Szukamy nagiujacej funkcji dwoch zmiennyctx,
X"

(X##%) = (x| p)(pBl (]} = == [ " o p - ple " dpdp

=L [pe"ap= "1 [-C ™ p=-in L ox-x).

Potazeniowa reprezentacja operatorgdp jest wec silnie osoblivg "funk-
cja" dwoch zmiennych (dystrybugj Dziatanie operatoragdu P na dowolny

wektor ‘LIJ> w przestrzeni Hilberta opiszemy w reprezentaciopen nastpujaco:

A

P

(X (x|w) = jdx'[—ih%d(x— x')}lv(x') - dx{m% Ax- x')}kIJ(x')

L|J> — przechodzimy do reprezentacji—
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= ~in[ dx o(x - x')%LP(X') = -ih% W(x).

Widzimy, ze dzkki obecndci delty Diraca w reprezentacji paieniowej opera-

tora pdu, jego dziatanie sprowadza slo podziatania na funkgjfalowa operato-
. d

rem —Ihd—. Sprawia toze w rutynowych rachunkach zapominamy o tyme-
X

prezentacja operatora powinna zawedavie zmienne — dwa "wskaiki macie-
rzowe".

Obliczymy jeszcze reprezentagjotazeniows operatora potazenia
(X&Ix) = x'(Xx) = x' O x = x) = xqx = X} ,
ktory dziata w tej reprezentacji wedtug schematu

<x|)2|x'><x'|LIJ> = jdx'[xé'(x - x')]‘v(x') = xW¥(x).

Operator potencjatu V (energii potencjalne) ma z operatorem patenia
wspolne wektory wtasne. Nic dziwnego: m@jstan z okrdonym potaeniem
czastki oczekujemyze okrélona kedzie réwnie jej energia potencjalna. Reprezen-
tacje potozeniowy operatora potencjatu tatwo obliczy

<XMX'> =V (X)(Xx') =V (x)3(x = x) =V (x)d[x - ).

Klasyczne wartéci energii potencjalnej dla #adych potaen czstki s war-
tosciami wlasnymi omawianego operatora.

Podobnie tatwo mma pokazé, ze operator energii kinetycznej dziata w re-
prezentacji potzen wedtug schematu

H<><‘I§kinX'> W) J.dx{ P dx'zé(x x)} (x) = Z_ch%w(x)

Nalezy odr&nia¢ abstrakcyjne operatory dziadeg w przestrzeni Hilberta
od ich reprezentacji, np.

9
o -in?
P Y
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.0
chocia na og6toperatorem pedu nazywa si operator—lhg zapominaic, ze

jest to tylko jego reprezentacja (jedna zziveych). W dalszej czsci wyktadu zda-
rzy sk nam to jeszcze wielokrotnie.

ZADANIE

Udowodni, ze iloczyn skalarny dwoch WektoréP(D> , ‘W> nalezacych do
przestrzeni Hilberta nima wyrazé za pomog cafki

(D]W) = [BOYW(x)dx.

ZADANIE

Nie wychodac poza reprezentacpotozen udowodné, ze operatory gdu,
energii kinetycznej i poteenia a hermitowskie.

ZADANIE

Obliczy¢ potozeniowe reprezentacje nagtijacychkomutatorow:
V.5, [% 0. [Eanr%]. [Ban: 8] [V. 8] [FL5].[ . ]
Przyktad:

Obliczymy komutator[)A(, f)] ;

[% B]| W) - =inxd, W(X) +ind,{ xP(x)} =inW(x).

W tym szczegolnym przypadku wynik nie zajevicc od reprezentacji (jest

liczbg i71). Dlaczego operator, ktérego dziatanie polega nazemiu przez liczb,
wyglada tak samo w kalej reprezentacji?

ZADANIE

Przeanalizowé zagadnienie degeneracji operatora energii kinesjcpo-
przez wskazanie bazy Zionej z wektorow wiasnych tego operatora. Jaki dpera
mozna dokczye do operatora energii kinetycznej w celu usaiai tej degeneracji?|
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ZADANIE

Niech operatorV odpowiada pewnemu sferycznie symetrycznemu poten-
cjatowi niezalenemu od czasu. Czy operator ten jest zdegenerowany?

ZADANIE
1. Pokazé bezpdrednim rachunkiemze wektory wlasne operatora enefgii
jednowymiarowegamscylatora harmonicznego ktérych potageniowe reprezenta-
cje znalélismy w rozdziale 2 (przykiad 4)

(ax)

W (x) = N,H,(ax)e 2
przypisane régnym wartgciom wkasnym, g ortogonalne.

2. Znormalizowa funkcje falowe oscylatora.

Wskazowki:
Pokazd, ze wspolczynniki rozktadu funkcji (tzw. funkcji twmicej)

S(f, S) = &% "% na szereg paowy wzgkdem zmiennejs

S(¢.9) :ki.:‘, HL!E) s

sa wielomianami Hermite'a (por. str. 32). W tym celkorzysté z oczywistych
zwigzkéw

d—s =2sS= Z (‘() 25 :i " (¢) s¢,

dla wyprowadzenia wzoréw

H,'= 2kH, .

He, =28H, - 2kH, ;.

Obliczy¢ calke
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+00

2 .2 g2
jes+23<‘et+2tfe{d<z

—00

i na tej podstawie rozewzac obydwa punkty wymienione w temacie zadania.

) ) _ a
Stata normalizacyjna wyno®l, = {m .

Rownolegle do reprezentacji pats uzywa sk reprezentacji pedow. Wek-
tor |lP> roztazony w bazie wektoréw wiasnych operatorap

W) = H p){pw)dp = H p)%(p)dp

ujawnia dowg funkcje falows LIJ( p) .

ZADANIE

Napisa zestawienie gdowych reprezentacji operatorow pzémia, gdu,
energii kinetycznej i potencjalnej.
Napisa réwnanie Schrédingera w reprezentaegiw.

ZADANIE

Niech W(X) = <X‘ > oznacza potzeniows funkcje falowa pewnego wek

tora ‘ > nalezacego do przestrzeni Hilberta i niech wektor ted4ie unormowal-

+00

ny, czyli niech jw( X)W(x)dx = 1. Pokazg, ze w takim wypadku gdowa funki

—00

cja falowafb( p) = < p‘ > spetnia analogiczny zagek TE( p)CD( p)dp =1.

—00

Jakie twierdzenie o transformatach Fourieramacsyd wyprowadzt?

Podamy teraz kilkadaie wzoréw zapowiadanych w przypisie 1 na str. 49.
Niektore z nich s oczywiste, wyprowadzenie pozostatych jestytecznymdéwi-
czeniem.
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* Wektor stanu odpowiadgijy fali ptaskiej, zapisany w reprezentacji po-
lozen (znormalizowany tak, ab§rednio jedna cgstka przypadata na jednostib-
jetosci):

\%,E(t)>=+f|%< (el [l
j| = or | J'| %)d3x,

* potazeniowa funkcja falowa wektora wltasnego operat@@upznorma-
lizowana- dla odmiany- do tréjwymiarowej delty Diraca):

L E—r

V(2mmh)?

* trojwymiarowa transformata Fouriera

e

) o |

stuzaca do wyraenia potaeniowej reprezentacji wektora w przestrzeni Hilaert
przez jego reprezentagpedowng

)= T 101

* transformacja odwrotna do poprzedniej
( ) I W(x) e 33,
\/(277)

prowadaca do wzoru

)= T L)
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* iloczyn skalarny wektora wtasnego operatora peiia przez wektor
wlasny operatoragau (czyli element "macierzy" prZgja od reprezentacjieplo-
wej do potaeniowej)- por. jeden z poprzednich punktow:

(BB = (BR)(Xp) == [ Max='(p- ),
)

...i operatora poteenia

R A S S L o S R,
(Xe) = (Xp)(x) = o5 s [ =S (k- %),

* rozktad wektora wlasnego operatora peloia w bazie ztoonej z wek-
toréow wiasnych operatoragu

A Al 1 R
R ARR) = s [lple .

* reprezentacja pateniowa operatoragplu

(% %) = (308 D) 1) = 5 s " (p-pler” dpd’p.

1 ¢ Letex) —ih = Lptxx) =
) (2m)3jpeh d'p= (2m)sf5xe" d’p = -in0; %% - X)

p
= =in[ d* &%(% = X)0,W(X) = ~in0,W(x),

qJ> — przechodzimy do reprezentacji—~

* potazeniowa reprezentacja operatora pelua...

X

(] = % (%) = % &*(% = X) = %6°(% -
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.. i sposOb dziatania tej reprezentacji

(x

* reprezentacja pateniowa operatora potencjatu

(JV[x) =V (x)(x%) =V ()X - %) =V ()5Y(x - %)

X

X)(%|W) = [ d*x[%67(x - K W(%) = )¥(x),

* reprezentacja pateniowa operatora energii kinetycznej (w dziataniu
na funkcg falowa)

-{X

* iloczyn skalarny dwéch wektorow z przestrzenibeita obliczany w
reprezentacji potgen

=

R)(x|w) = [ x{ 7 p S(x- w)}w(w):-g—;A W),

(D|W) = [dR)W(R)dX,

* i w koncu komutator operatora-tej sktadowej wektora potenia z
operatorenj-tej sktadowej pdu (obliczony w reprezentacji pdien)

%, B, W( ~ -inxd, W(R)+ind, {xW(x)} =indw(x).

Zwré¢my uwag na to,ze komutator ten jest licab czyli nie zaley od re-
prezentacji. Jak wobec tego przedstawia zsigadnienie degeneracji tego opera-
tora? Czy operator ten jest hermitowski?






MOMENT PEDU

W mechanice klasycznej momengdp czstki punktowej o pdzie P, obli-
czany wzgtdem ustalonego punkt@®, definiuje st jako iloczyn wektorowy wek-
tora potaenial” (opartego o ten punkt) i wektoradu

L=Fxp.

Podobnie pogpuje s&é w mechanice kwantowej. Rozway trzy operatory
dzialapce w przestrzeni Hilberta, zwanperatorami orbitalnego momentu gdu

L, = 9p,- 2,
C, = 2, - %6,
C, =%, - 9P,

ktére w reprezentacji paten, w dziataniu na funkcje zmiennyclX, y,2, map
post&

L, - —in(yd,-29,),
L, - —in(zd, - xd,),
L - —ih(xd, —yd,).

Jak wiemy, dla operatoréw hermitowskidh i B dziatapcych w tej samej
przestrzeni wektorowej, dowodzieshastpujacego twierdzenia: warunkiem ko-
niecznym i wystarczagym |stn|en|akompletu Wspolnych wektoréw wiasnych

tych operatoréw jest, aby znikat komutatdB — BA . Pod okréleniem ' 'komplet"
kryje sk tu zbior wektoréw rozpinagych ¢ ah przestrza Hilberta.

W mechanice kwantowej twierdzenie to ma bd&epadnie znaczenie fizycz-
ne, poniewa taki wspolny komplet wektoréw wtasnych odpowiadaorowi sta-
néw, w ktérych obydwie obserwable majkreslone wartgci.

W mechanice klasycznej wszystkie trzy skladowe mumezdu @1 zawsze
okreslone. Inaczej jest w mechanice kwantowej, o czymekonamy si obliczapc

A

komutatory operatorovL L, LZ:
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[C.C)=ing, L. iLik=123

Komutatory te nie znikaj z czego wynikaze nie istnieje komplet wspdinych wek-
torow whasnych dowolnych dwéch (i tym bardziej zetch) sktadowych momentu
pedu. (Nie znaczy toze nie mog istnie¢ pojedyncze wspoélne wektory wlasne
dwéch niekomutujcych obserwabli —chodzio komplet.)

ZADANIE

Udowodnt, ze suma dwoch operatoréw hermitowskich jest opesatpr
hermitowskim a ich iloczyn (czyli zieenie) jest hermitowski pod warunkiere
operatory komutuaj.

Definiujemyoperator kwadratu momentu pedu 2

|:2

N2 N2 N2
L2+L07+L07

Z ostatniego zadania wynikae wszystkie operatory zdefiniowane gy sy
hermitowskie.

ZADANIE

Pokaza 7e [EZ, ﬁi] =0,i=123.

. . , "o N .. . . .. ,
Znikanie komutatorovv{L ,Li] oznacza oczywvcie, ze istniep wspdlne

komplety wektoréw wtasnych kwadratu momentedp i wybranych sktadowych
(dla kazdej z tych trzech par oddzielny komplet!). Natugametod, poszukiwania
wspolnych wektoréw wtasnych i wadm wtasnych zdefiniowanych wigj ope-

ratoréw L2 | (na przykiad) I:Z jest rozwazanie odpowiednich réwnha6znicz-
kowych — réwna whasnych dla operator(’)vlz2 i |:Z.

Zanim do tego przejdziemy, zapoznamy sipewnym ogolnym rozumowa-
niemt, ktére pozwala dowiedziesie prawie wszystkiego o widmie dowolnej trojki

operatoréw hermitowskichd,, J,, J

yr Iz spetniagcych wiaciwe dla momentu

pedu relacje komutacj[ J., jj] = ihé‘ijkjk .

L8redniawa B., "Mechanika kwantowa", PWN, Warszawa8L9
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Oznaczmy wartéci wkasne operatoréwi2 i jz — odpowiednio — przez]2
i J,,
‘JZ , JZ> , czyli

a ich wspdlne unormowane wektory wtasne oznaczrayrazie przez

‘J 3,) ‘J 3,)
z>=Jz z>-

tatwo pokazd, ze wektory‘Jz, JZ> s zarazem wektorami wtasnymi ope-

92 92
ratoraJ,” +J,

(9.2+3,7)9%.9,)=(37-372)9%.9,)=(97- 3?)

Wartcici wiasne J? — JZ2 s3 hieujemne, co wynika z ngplujacego rozu-
mowania:

32,3,).

A

lloczyn skalarny Wektorz(jX + ijy)‘Jz, J > przez siebie musi ldyliczba
J. i

nieujemnr. Na mocy hermitowsk@i operatoréw J mazemy ten kwadrat

skalarny napisaw postaci
J(3.-i3,)(3, +i3,) 32, 3,)

f32+3,7+3,3,]}97.9.).

Postpujac podobnie z Wektorerfujx - ijy)‘Jz , JZ> otrzymujemy nierow-

0<<J J

=(32,J

nosé¢

OS<J2,J

J(3,+13,)(3,-13,)9%,9,)
Z{jx2 +32 —i[jx,jy]}‘Jz,Jz>

Dodajc obydwie nieréwnéci stronami i dzielc przez dwa otrzymujemy

J(37-37)

<J2,J

0<(32,9,

(3,2+3,2)9%,3,)=(32

J32,3,)
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=(92-37)(9%9,

3%,3,)= 9737,

z

z czego wynikaze J% 2 JZ2

Nierowna¢ ta wydaje si oczywista: modut wektora momentgdu powi-
nien by niemniejszy od modutu jego rzutu ndz Dalsza analiza zweryfikuje jed-
nak ten zwizek: okae sk, ze mechanika kwantowa przewiduje w tym miejscu sil-
na, a nie stah nierdwnad¢ — w opisie kwantowym momentgu nie mae sk usta-
wi¢ zupetnie réwnolegle do zadanego kierunku.

Oznaczmy teraz dwa operatory, ktoryclylismy przed chwi:

J+id, =3,
J,-i3, =3
ZADANIE

A A

Pokazé, ze operatory J, i J_ zachowuj wartas¢ kwadratu momentugp

du ale podnoszi obnizaja rzut momentu gdu na & z o wartég¢ statej Planckd,
czyli ze zachodg zwiazki:

53 foz,9,) = 993979,
jz[ i JZ,JZ>} :(Jz+h)[ 3 J2,J2>} ,
jz{j \JZ,JZ>} :(Jz—h)[ i JZ,JZ>]

Z powyzszego wynikaze

A

392,9,)=9%,9, +n)

!
1

j_‘JZ,JZ>=‘J2,JZ—h>'.

Wektory opisane dwoma ostatnimi wzorami mpdxy¢ (i na ogét §) znor-
malizowane inaczej, aido jedynki, co zaznaczono primem.
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ZADANIE (wynik tego zadaniadulzie potrzebny dopiero w dalszegéa wyktadu)

! :)

Rozwamy teraz dowolny wektor{Jz,Jz>. Dziatajmy na niego wielo-
krotnie operatoremir. Otrzymamy kolejno wektory odpowiadag coraz wjk-
szej wartéci wkasnej operatorajz. Oznacza toze dla pewnej wartzi catkowitej

parametruk, , wektor J, "

Z> bedzie jeszcze wektorem wiasnym operatora

A

J

czenie spetniona gdzie nieréwnéc J, + (K, + 1) > ++/ J? . Musimy teraz po-
godzit dwa warunki, jakie na mocy powszych rozwaan winien spetnia wektor

3,937,3,):

, do wartdci wlasnej niewgkszej ni dodatni pierwiastek 2)?, ale réwno-

1° winien on spehiaréwnanie

j[J+(k1+1) 32,3 >] [J +(k+1)h][ (k+1)

J2J>},

2° dla dowolnie unormowanego wspolnego wektora wigsreperatorow

z

jz i jz zachodzi opisana vigj nierownd¢ miedzy wartgciami wia-
snymi, ktorej to nierbwnii nie spetniaj juz liczby JZ i

(3, + (k, +Dn)°.

tatwo zrozumié, ze obydwa te warunki magby¢ spetnione tylko wtedy,
jezel

j+(k1 +1)

J2,3,) =|wektor zerowy.

> zadziatamy wielokrotnie operatorem

,3,)

jest jeszcze wektorem niezerowym (do jakich wéamitomtasnych?) a wektor
j_(k2+1)

Podobnie jest, gdy na wektJ)ﬂ2 ,J

z

A

J_. Okaze sk wtedy,ze dla pewnej liczby naturalndfz, wektor j_k2

J? ) JZ> jest wektorem zerowym.
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Serie wektoréw, ktére uzyskamy, ilustruje pasty diagram, na ktérym

wektor wyjciowy ‘Jz , JZ> zaznaczono pionawstrzati:

~HE'0 I I N
32(3,+n)), 3% 3,), ‘JZ (3,-7)) ..., ‘JZ )

2
323, ) e
Powyzsze wnioski mgemy zapisaw postaci nagpujacych wzoréw:
~ ~ \[ A ~ \k
(Jx +in)(JX +in) ‘JZ, JZ> = ‘Wektor zerowy,
s Lala o .alk
(3,-13,)(3, -13,)

Pierwszy z nich pozwala napésa

32,3,) =|wektor zerowy.

(jx —ijy)(jx +ijy)(jX + ijy)kl‘Jz, J,) =|wektor zerowy,
co po krétkim rachunku daje

(32-32-13,)(3,+i3)"

32,3,) = |wektor zerowy,
czyli

32,3,) = ‘wektor zerowy.

[Jz _ ('Jz + klh)z - h(JZ + klh)](jx + ijy)kl

3%,3,)

A A \K
Skoro jednak — jak przgfismy wczeniej — wektor(JX +|Jy) '

jest wektorem niezerowym, to
32-(3, +kp)" -n(3, +kp) = 0.

Drugi zwiazek — po zastosowaniu analogicznej procedury — adawdo
whniosku,ze

32 (3, - k1) +4(3, ~ k) = 0.

Odejmupc stronami dostaniemy po przeksztatceniach
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[23, + 1k, - ky)|(k, + K, + ) = 0,
czyli
2J, +h(k, —k,) = 0 albo inaczej J, + ik, = —(JZ - hkz).

Dowiedzielémy si w tej chwili, ze — przy ustalonej warfoi kwadratu
momentu pdu — maksymalny rzut momentggu na wybrany kierunek jest rowny
modutowi rzutu minimalnego, przy czym

Jhkk
2772

Oznacza toze wartdci wlasne operatora sktadowej momentdyp przy-
bierap wartasci M, gdzie m jest catkowite lub potéwkowe, bkz - k1 jest cal-

kowite.

Zauwamy, ze powyszy wynik uzyskalimy opierajc sk wytacznie na rela-
cjach komutacji spetnianych przez trzy operatodadtwych momentu qau, bez
odwotywania s do definicji samych operatoréw. Me sk wigc okazé, ze nasz
wynik jest zbyt ogdiny ze dla operatorow momentwgu zdefiniowanych na po-
czatku tego rozdziatu obowruja jakies dodatkowe warunki ograniczge widmo
tych operatoréw. Tak waie jest w istocie: znajdag funkcje wtasne operatoréw
orbitalnego momentugolu przekonamy gj ze parametrm dla operatora sktado-

wej (na przyktad I:z) moze przybiera tylko wartdici catkowite. Potdwkowe warto-

sci wkasne skltadowych momentgqu realizowaneasprzez ina obserwahy, zwary
spinem, ktorej skladowe rowriespetniag standardowe relacje komutacji ale ktéra
nie posiada swojego odpowiednika klasycznego izeahna jest tréjk operato-
réw dziatapcych w innej, nt omawiana dotychczas, przestrzeni Hilberta. Spinowi
poswigcimy odrbny rozdziat w dalszej gzci wyktadu.

Wracamy do zagadnienia wastdwtasnych operator(’)vsj2 i jz.

Wiemy juz, ze dla ustalonej warfoi wiasnej J? operatorajz, widmo
operatoraJ, rozciga st od liczby

J hk — Ky + k7= Ky * kzh ih
= 2 "7
do liczby
k, —k k. +k )
J, =h—2—2-kKh=—-—"T2h=-jh,

2
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czyli dla ustalonej wartei wtasnej J? mamy J, = Mm%, gdzie parametm moze
przybierg 2] +1 wartcci:

m=-j -0(-9 -0(-2,..(j=-2, (-1, ].

Kierujac sk intuicja moglibysmy przypuci¢, ze wektory W+asn4‘]2,mh>
odpowiadajce powyszym wartéciom wkasnym operatoraiz, beda wektorami

wiasnymi operatoraj2 do wspdlnej wartéci whasnej h2j2 (kwadrat dtugéci

wektora ,powinien by” réwny kwadratowi maksymalnego rzutu wektora na wy

brany kierunek). W mechanice kwantowej jednak gjucz:sto zawodzi. Wstawia-
k, — K,

2

jac bowiem warté¢ wlasny, J, =7 do odpowiedniego wzoru na po-

przedniej stronie dostajemy:
32 =n2j(j +1),

czyli kwadrat momentugulu jest nieco wikszy od kwadratu maksymalnego rzutu
(por. uwaga u géry strony 66).

Wspdlne wektory wlasne operatoréw kwadratu momemtlu i rzutu mo-
mentu pdu na wybrany kierunek, ktére prowizorycznie oziy#émy przez
‘JZ : JZ> , czyli ‘hzj(J + 1), hm> , Zapisuje $i ZWyczajowo symbolerbj , m>.

Warto zauway¢, ze mamy tu do czynienia z przypadkiem degenerakije-o
slonej wartégci wkasnej kwadratu momentwgiu, wyznaczonej jednoznacznie przez
parametr | , odpowiada(Zj + ])—wymiarowa podprzestraedegeneracji rozpta
na wektorach

L 0) 0= i =2 5-1)-

Komplet wspdlnych (dlaj2 i jz) wektorow wiasnych mima w sposéb
uporzdkowany zebra w formie trojlatnej tabeli. W jej kolumnach znajdziemy
wektory odpowiadajce danej warta&i parametru j, a w wierszach wektory o

wspolnym parametrzén (ponizsza tabelka odpowiada znanej nam przestrzeni Hil-
berta i operatorom orbitalnego momentdy, dla ktérego parametj przybiera

wartasci catkowite):
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22
Ly |23
00 |19 |[20
2.-1)

2,-2)

Tabela mae by bez kaica rozbudowywana w prawo. Wigla niej jeszcze
jedrg degeneraej operatorjZ tez jest zdegenerowany, na przykiad jest on zdege-
nerowany w przestrzeni rozpeéj na wektorach wymienionych w pownszej tabeli.
Kolejne jej wiersze zawiergjpowiem komplety wektoréw wiasnych operatojg

do wspdlinej wartéci wiasnej M . Jak widé — kazda z tych wartéci wtasnych jest

nieskaczenie zdegenerowana, ponievpmziome rubryki $ nieskaiczenie diugié.
Parametr | dla orbitalnego momentuggu zwyczajowo oznaczaessym-
bolem | . Jak ju pisalémy wyzej, i jak pokaemy za chwit, parametrl przyjmuje
wartdsci: 0, 1, 2,..
Mozemy teraz wrd@ do ostatniego zadania i pgedzic, jak rodzi s¢ wek-
tor zerowy we wzorze (na przyktad)

A A \kgH
(Jx +|Jy) ' ‘Jz, JZ> = ‘Wektor zerowy .
Rozwigzujac wspomniane zadanie otrzymamy wynik
2
3%,3,)

“=(02-32-n3) =32-(32+n3,)20.

(3, +i3,)}22.3,)

Wyrazenie w nawiasie (odjemna) dla rasej wartdci J, moze male, ale
kiedy zacznie rosg, to juz rosnie monotonicznie. Dlatego powszy kwadrat nor-
my albo od razu (czyli dla danegd,) jest rowny zeru (i wtedyk, = 0), albo ze-

rowanie nasipi dopiero po kilkakrotnym zastosowaniu operatdra. Znapc rezul-

2 W mechanice kwantowej spotykamy jednak przypaghly c a t a przestrae
Hilberta rozpgta jest na jednej tylko kolumnie z poxgzej tabeli. Operator kwa-
dratu momentu ¢gglu ma w takiej przestrzeni Hilberta tylko jedwartas¢ wiasr, a

operator J, nie jest zdegenerowany. Przyktadem takiej przestriest przestrze
spinu (rozdziat 8).
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tat poprzednich rozwan widzimy, ze nasipi to wtedy, gdyJ, osagnie wartgc¢
B .

Podobne rozumowanie sie sk z dziataniem operatord._ .

Mozemy teraz przyspi¢ do wyliczeniafunkcji wtasnych operatoréw or-
bitalnego momentu gdu L? i L,.

Z mechaniki klasycznej pagtamy, ze skladowa zetowa momentgdu mo-
ze by szczegolnie prosto zapisanazgk postezymy sk wspoétrzdnymi sferycz-
nymi. Podobnie jest w mechanice kwantowej.

ZADANIE

, . z " " 2 "2
Znalez¢ posta operatoréw L, L,, L, oraz operatoral” przystoso

wanych do dziatania na funkcje falowe wioae we wspétrgdnych sferycznych.

Rozwizanie:

Obliczymy operatorlzZ .
Korzystajc ze standardowych zazikow

X=rsindcosp, y=rsingdsing, z=rcosl,

czyli
= X*+y?+72, ¢= arcth 6= arccos;
X2 +yi+27°
obliczamy
o o”H op
Jd,=—70 + +—0
L 03/ &
1 cos¢ J
—S|n6?sm¢ + co¥ s r¢ rsmeo"¢
_a 06 ap
g, = o'kﬂ“ % — 0, + x 9
sing o

. J 1 J
—S|n6cos¢d +r cofd Coﬁde_rsinﬁdﬁ
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Podstawiajc do wzoru naliZ (str. 63) otrzymujemy po krétkim rachunku

( =-inl
z = 0~)¢

Dla pozostatych dwoch sktadowych otrzymamy (potreetedzie pochodnaé'z)

R V74 J
L, = ih(sin¢% +ctgd coszﬁa_,—qJ .

N 174 .0
L, —|h(—cos¢ 0_,6+ctgﬁ sing 0_,¢j,

a dla operatord.?

(2= p?| 1 i(sinﬁij+—l 7
- sin@ 96 26) s’ 8 dg? |

BRBBEREBRBBBBER

Kolejnym zadaniem jest znalezienie wspélnych funlkégsnych operatoréw
2 IZZ, czyli polazeniowych reprezentaciji Wektor(’)u/, m>. Ksztalt tych opera-

toréw pozwala przewidziée ze ich wspoélne funkcje wlasnexdy zalezaty tylko od
katow 6, @ .

Zaczniemy od operator, . Jego réwnanie wtasne

9
—|hd—¢Y(0,¢) =nmy(6,9)

pozwala odtworz§ zaleznosé funkcji Y(H, ¢) od zmiennejg :
Y(6,¢) 0e™,

gdzie parametim musi by liczba catkowita, bo inaczej funkcja falowa nie speia-
taby relacji
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Y(p+271) =Y(g).

FunkcjaY(H, ¢) winna réwnig spetnid réwnanie wlasne operatorﬁzz

S, 1 (. 2 1 & — 2
/) {%%(Smgﬁj +m7¢2}Y(0’ ¢) =L Y(9'¢) '

ktére maemy uzasadnionym wgj podstawieniemY(B, ¢) =0(6)e™ sprowa-
dzi¢ do postaci

ST AN &
L,inede Sind45) * 32 st g |29 =0

a po zmianie zmiennyclc0S@ = W, do postaci

diw{(l_wz)dp_("")}{hiz—ﬁj P(w) =0.

dw

Mozna pokazé ze fizycznie zadowalage (skaczone na odcinku
—-1<w<1) rozwiazania tego rownania istnigj tylko wtedy, gdy

L2=72(1+2), gdziel =0,1,2,... i rbwnoczénie | 2|n"{ Rozwhzania te no-

sza nhazwe stowarzyszonych funkgciji Legendrelﬂm(w) . Dowodzi sg, ze:

[m
R™(w) = (1—w2)?d‘iv—ﬂ R(w),

gdzie funkcjeR(W) s tzw. wielomianami Legendre®a

P(w) :ﬁdd—v\lll(l—wz)'.

Oczywiscie normalizacja wielomianéw Legendre'a i — coyra tdzie — sto-
warzyszonych funkcji Legendre'a nie jest wyznaczomzz (jednorodne) rownanie
rézniczkowe, tylko jest zgodna z pewiradych.

3Por. Schiff L. I.: "Mechanika kwantowa", PWN Warssa1977 a take Whitta-
ker E. T., Whatson G. N.: "Kurs analizy wspotczgsmeWN Warszawa 1968.
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Funkcje faloweY(H, ¢) wymagai, jeszcze unormowania:
¥(6.6) = N,,R"(cos)e™ =¥,,(6 ¢)

gdzie state normalizage N,’m maj post&

= |

N~

przy czym

_ {(—l)m dlam>0

" |1dlam<0

| m)

czyli £=(—1) 2

Funkcje Y,'m(H, ¢) nazwano funkcjami kulistymi.

Funkcja znakowas nie ma oczywicie znaczenia dla poprawnego unor-
mowania funkcji kulistych. Jest ona dctona w celu spetnienia tzw. konwencji
Condona-Schortley’a, o ktérychdizie mowa w rozdziale 11.

Dwie funkcje kulisteY| . i Y. ., gdziel Z1' lub m# m', jako funkcje

wlasne operatoréw hermitowskich dazngch wartdci wkasnych, powinny b or-
togonalne. Tak jest w istocie:

[Ya(6.8).(6.8)dQ = 4,3,






RUCH W POLU O
SYMETRII SFERYCZNEJ
ATOM WODORU

Rozwigzujac zadania z mechaniki klasycznej przekamayi sk, ze zmienne
przestrzenne, ktérychzywamy do opisu uktadu fizycznego, powinnycébgopa-
sowane do symetrii charakteryzogj dane pole sit i ksztatt waéw. Podobnie jest
w mechanice kwantowej: wdeiwy wybor zmiennych przestrzennych znakomicie
upraszcza rozwzywanie rownania Schrodingera.

Dlatego réwnanie Schrodingera dlaastki poruszajcej st w przestrzeni
trojwymiarowej, w polu sit symetrii sferycznej zapiszemy w zmiennych sferycz-
nych:

0, V0 90r.0.0) = (. 09)

Obliczanie operatora Laplace'a we wspétrezdnych sferycznych jest
zmudne, chocianieskomplikowane i prowadzi do wzoru:

1 1 1 2
Ny =—£(r2ij + i(sinei) + 7

ra\ &/ r?sinddo 28) r*sin’@ dg*
Roéwnanie Schroédingera przyjmujegeiposta:
-n? (sin@dj b1 7
_hzlo"( 20]* sing d6 90)  sin’ 8 dp* () Wr6.9)
2m > a\ & 2myr? Hr.6.9
=EW(r,6,9).

W operatorze energii kinetycznej rozpoznajemy czbalpowiedzialny za
"2

2myr

energé ruchu obrotowego 5 (por. operatorli2 obliczony w rozdziale 6).



78 7. Ruch w polu o symetrii sferycznej
Atom wodoru

Pierwsza cgé¢ operatora Hamiltona odpowiada energii kinetyczamejhu radial-
nego castki.

Z tego,ze funkcja potencjatu nie zale od katow wynika, ze operator kwa-
dratu orbitalnego momentuegu i operatory jego skladowych (w szczegdbio

sktadowej IZZ) komutup z Hamiltonianem. Wynika z tego z koleig istnieje

wspolny komplet funkcji wtasnych Hamiltonianu, kwatl orbitalnego momentu
pedu i jegoz-owej sktadowe;j.

Probujemy szuka tych funkcji drog separacji zmiennej radialnej od
zmiennych ktowych 8,¢ w réwnaniu Schrédingera, czyli postulujemy rast
pujacy ksztalt rozwiazan

W(r,0,¢) = f(r)Y(6,¢).
Po podstawieniu do réwnania Schrodingera

ol ) agfriotea et

i oddzieleniu zmiennej radialnej od zmiennyeciokvych dostajemy dwa réwnania:

« Roéwnanie dla cgci katowej, ktére okazuje siby¢ rownaniem wtasnym
operatoral?

L5,Y(6.9) = L°Y(6,9).

Réwnaniem tym zajmowaliny sk w rozdziale 6. M@emy wkc napisa toz-
sama¢é

2, (6.0) = 11(1 +D¥(8.9).

w ktorej symbolemY,(H, ¢) oznaczykmy dowolry kombinacg liniowa 2| +1
funkgji kulistych Y,'m(H, ¢) dla m zmieniajcego st w granicachm=—I,... | .
Jezeli jednak szukamy rozazan, ktore lgda zarazem funkcjami wkasnymi opera-
tora |:Z, to od razu mzemy w roli czsci katowej rozwhzania wzié jedry z funk-
cji kulistych Y, (6, 9)

* Rownanie dla egci radialnej
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{_%%%(ﬁ%) le&% +V(r)}f (r) = Ef(r),

ktérego rozwazanie zaleéy oczywicie od ksztattu potencjall (r) .

ZADANIE

Rozway¢ we wspotrednych sferycznych przypadek astki swobodnej

V = 0. Znale¢ wspdlne funkcje wiasnéV; | (r,6,9) operatoréw energii[?

i L

z "

Wskazowka:
Roéwnanie

x%weﬁwhﬁ4a+Mf:o

posiada rozwizania nieosobliwe w zerze w postaci tzw. kulistjghkcji Besselz
J;(X) zwiazanych ze zwyklymi funkcjami Bessela o wiahiku potdwkowym

JH%(X) ;

100=( 23,00

Funkcje Besselass standardowymi funkcjami specjalnymi; wzory na
funkcje ma@na w razie potrzeby zndée w kazdym podeczniku matematycznyd
metod fizykt.

2mE
hZ

Rozwiazanie: W | . (r,8,0) = |, (kr)Y,.(6,9). gdzie k* =

Do przyszlych zastosowia(rozdziat 14) bdzie nam potrzebna asymp
tyczna postakulistych funkcji Bessela dli — oo :

te

>0

fo-

H r i _: ikr _ + 1 ke
(k) DT = | (F) € e |

1 Np. Byron F., Fuller R., "Matematyka w fizyce kjagnej i kwantowej", tom 2,
PWN, Warszawa 1974.
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Teoretyczne rozwianie zagadnienia poziomOw energetycznych w atomie
wodoru byto spektakularnym sukcesem mechaniki kewsef. Wartdci wtasne
operatora energii dla tego przypadku odinosi bezpdrednio do dlugéci fal
emitowanych przez wzbudzony atom, ponigwasstotliwos¢ tego promieniowania
wiaze Sk z energi jego kwantéw (por. str. 11) a ta z kolei jest réwi@znicy war-
tosci wkasnych operatora energii elektronu geinego w atomie. Rdice energii
whasnych obliczono, estotliwosci kwantéw promieniowania zmierzono i... okaza-
lo sie, ze wszystko si zgadza.

W zasadzie mamy wi do rozwizania kolejne zagadnienie z jarpoten-

cjatu w przestrzeni tréjwymiarowej, w ktérej zadajest sferycznie symetryczne
2

pole sit opisane potencja’rer\{(r) = odpowiadajce kulombowskiemu
0

przyciaganiu elektronu o tadunku-€ i jadra o tadunkuZ€e (nasz rachunek obej-
mie wiec tez przypadkijonéw wodoropodobnych czyli atoméw o liczbie atomo-
wej Z pozbawionych wszystkich elektronéw, oprécz jediego

W tym miejscu dokonamy przyk&nia polegajcego na zaniedbaniu ruchu
jadra. W opisie klasycznym mielibyy elektron kazacy wokot kilka, kilkandcie
lub nawet kilkadziest tysiccy razy cézszego gdra. Z bardzo dobrym przy-
blizeniem mana by ten ruch opigajako planetarny ruch elektronu wokét nie-
ruchomego (nieskazenie agzkiego) adra, czyli ruch w zadanym polu sit central-
nych. Takie samo zatenie uczynimy wypisagc rownanie Schrodingera dla elek-
tronu w kulombowskim polu nieruchomegadia (na kécu oszacujemy wielkg
btedu, jaki powoduje to zal@nie — por. zadanie na str. 94):

2 2
{hA Ze

- ﬁ "0l Ay

}W(r,@,qﬁ) = E¥(r.0.9).
Na podstawie poprzednich roziea mozemy od razu napiga

W(r.6.4) = (r)Y..(6.4),

gdzie cz$¢ radialna funkcji falowej spetnia rownanie

_hzii(zij p(l+1)  zé _
{ 2m, r? dr ")t 2mr? Ay fr)=&t(r).

Zwréémy uwag na to,ze skierowakmy obliczenia w strofi znalezienia
wspolnych funkcji wtasnych operatorow energii, kwatd orbitalnego momentu
pedu i jego skiadowep-owej, czyli postawimy sobie zadanie bardziej ambitne,
niz samo tylko znalezienie jakiegokolwiek rozwania réwnania Schrodingera
niezalenego od czasu.
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Pozostaje nam rozgdat rownanie dla ogci radialnej. Dokonujemy pod-
R(r
stawienia f (r) = L
r

, ktére sprowadza réwnanie radialne do postaci

2 2
d’R | 2mE , mZe (1 +1) R=0.
dr? n 2mhr r?

Doswiadczenie, jakiego nabyiny podczas rozwzywania réwnania Schro-
dingera dla studni prostetaych, pozwala przewidzieze stany o energii dodatniej
beda sig rézni¢ jakasciowo od tych o energii ujemnej: tym ostatnim powirodpo-
wiada stany zwgzane a tym pierwszymstany niezwjzane elektronu.

Zacznijmy od energii ujemnych. Przechodzimy do zme bezwymiarowej

P =—, co pozwala zapigsa6wnanie radialne w postaci
a

2 2 2
d’R | 2mEa’  mZe’a (1 +1) R=0
do? n* 2R D P

gdzie pod symbolemR rozumiemy funkgj parametru 0 zdefiniowan jakc?

Jr(0)] = R(e). kiace a= 22

ZrTLeZ dostajemy rownanie

2

d>  327g’n°E 2 11+ | _
{d/oz+ 2T

czyli

a2, 2 I(l+1)
— -p+£-1L_JIR=0,
{dpz o p P

gdzie symbolern—,é’2 o0znaczono ujempnbezwymiarow liczbe

. 327 H°E
- Z’mg’

2Jest to niechlujstwo powszechnie popetniane prizgkdw i czsciowo usprawie-
dliwione zasag wigzania na state danego oznaczenia z daalkoscia.
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Dla duwych wartdgci zmiennej 0 réwnanie to przechodzi w

(5
do’
z czego wynikaze rozwihzanie zachowuje siw nieska@czondci jak et (dla
energii dodatnich, jalei"gp). Z oczywistych powoddéw odrzucamy rozgéanie z
dodatnim wyktadnikiem. Szukamy gd funkcji R w postaci R(,O) = F(,O)e_ﬂp,
gdzie F(,o) = ,OSZ bk,ok a wykladnik S jest pewn (niekoniecznie naturadi
k=0
liczba3. Obliczamy drug pochodn funkcji R(p) = e_ﬂpz b, o>

2
_ ,sz R=0 (dla energii dodatnic}‘Edd >+ ,sz R=0),
0

— e_ao{;tL(S'*' k)(S+ k _1)p5+k—2 _ zﬂgq(s_l_ k)ps+k—1 +ﬂ2§qps+k:|

i wstawiamy do réwnania radialnego otrzymu

e‘ﬁ”ps{ZbK[(s+ K)(s+k=1) =11 +3][0? - 2> b[As+k) - 1pk-1} =
k=0 k=0
Powyzszy zwhzek powinien by tozsamdcia, czyli powinno zachodzi

;bk[(s+ K)(s+k=1)=1(1 +1]p" - Zébk[ﬁ(% k) -1 =0

Przesuwajc o jedndé¢ wskanik sumowania w pierwszej sumie dostajemy
stad

me[s+k+1)(s+k—l +1]0" - ZZbk[ﬂs+k 10

III
(@)

czyli

bo[s(s—l) —I(I + ])]p"2

30g6ine zasady rozagzywania rowna rézniczkowych zupetnych drugiego edu
znalez¢ mazna w podeczniku E. D. Rainville’a p.t. "Intermediate Differéal Equ-
ations", New York 1964.
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+Z_(‘,){bK+1[(S+ k+1)(s+k)-1(1+3)] - [ As+k) - :ﬂ}pk_l =0

Wynika std, ze (s—1) =1(1 + 1) = 0, orazze
b[(s+k+1(s+k) =11+ D] - B[As+k)-]=0 Ok=012,...

Z pierwszego wynikaze S=1+1, lub S= —| (poniewa — jak zaraz zo-

baczymy — wspc’>lczynnilb0 nie mae by réwny zeru). Co wicej — funkcja fa-

lowa nie powinna by osobliwa w punkcier = 0, czyli pozostaje tylkas =1 + 1.
Podstawiajc to do drugiego warunku dostajemy amék rekurencyjny wdizacy
kolejne wspélczynnikbk wysfkepujace w szeregu

Ak +1+1)-1

(k+1+2)(k+1+1-1(1 +

b,y = ])bk'

Wspotczynnik bO jest wec dowolny i decyduje o normalizacji funkcji fa-
lowej (bo wszystkie nagbne & do niego proporcjonalne).
Dla duzych wartgci numeratorak, stosunek kolejnych wspétczynnikow

b, Y
b,

zachowuje s, jak T . Mozna pokazé, ze jest to réwnoznaczne z asympto-

tycznym (dla daych wartgci ©) zachowaniem rozwigiej funkcji jak e?” Dla-
tego — podobnie, jak w przypadku oscylatora harcmrégo — musimy do-
prowadzé do urwania si szeregu, czyli zada, aby dla pewnegdK = n za-
chodzito

1

+1+1)=1 l = ———, gdzi =012,....
,B(I‘lr ) czyli S (nr T +1), gdzie n, =0,1,2,
_ 321, h°E
Skoro jednak3* = W czyli
Eo Z’me’ _Zme Z’me’ 2
32, h? 32;-12,9027,2(nr +1+ ;l)

to
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E _ ZerLe4 _ ZZITLe4
" 32mPg N 8glhn®

gdzie n=n, +1 +1 jest tzw.gtéwng liczbg kwantows i — jak wid& — maze
przyjmowa tylko wartagci naturalne (czyli bez zera!). Otrzymiaty warunek
kwantupcy energi, wazny dla wszystkich ujemnych energii. Stan podstawowy
Z’me’
32 1
stanéw zwizanych lea na osi energii corazegciej, z punktem skupienia w punk-

cieE =0.

(n=1) ma energi E =- a pozostate, wgze wartéci energii

ZADANIE

Obliczy¢ (w elektronowoltach) energijonizacji atomu wodoru w stanie
podstawowym.

2
m, =9,1M10%kg, -e=-16010"C, eb=&9m0”f%F'

h=6,610Jsec

Zauwamy, ze dla danegon, parametr | maze przybiera wartcci
| =0,1,2,...n— 1 Obliczone na podstawie wzoru rekurencyjnego figkc

F(p) , i — co za tym idzie — funkcjeR(r) , humerowaneasdwoma parametrami

n i | abon il.Moznapokaz4 ze N, jest réwne liczbie wztow (zer) radial-

nej funkcji falowej.

Jestémy gotowi do sklasyfikowania tych stacjonarnychnéta zwkhzanych
elektronu w jonie wodoropodobnym, ktérg zarazem stanami wkasnymi operatora
orbitalnego momentueplu i jego rzutu na wybrany kierunek. Dla dandgo czyli
dla danej wartéci wkasnej energii, kwadrat orbitalnego momengdwp maze przy-

biera: wartaici h2|(| +1) gdziel =0,1,2,...n— 1 a z kolei dla kadej wartdci

parametru |, rzut orbitainego momentu epu  mae  wynosé
L,=#l, #(1-12), ..., 0, ..., —7l.
ZADANIE

Pokazé, ze wymiar podprzestrzeni degeneracji, w rozaveej tu przestrze

ni Hilberta, zwizanej z wartécia wtasm energii E , wynosi n’.

Degeneracja pozioméw energetycznych, o ktorej tuwim§, maze na
pierwszy rzut oka wygHat zaskakujco. W dalszej agci wykladu pokaemy
formalnie,ze degeneracja taka jesksto zwhzana z jaks symetry potencjatu. Ji
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teraz jednak potrafimy tatwo zrozunii@rzyczyr degeneracji pozioméw energe-
tycznych wzgédem magnetycznej liczby kwantowd]l: zmiana tej liczby (przy
ustalonej wartéci kwadratu orbitalnego momentggu) odpowiadataby klasycznie
Zmianie ustawienia przestrzennego orbity elektioez zmiany ksztattu samej orbi-
ty. Skoro wec ruch odbywa siw polu o symetrii sferycznej, to taka zmiana nie
powinna rzutowé& na energi: degeneracja pozioméw energetycznych wdgm
liczby magnetycznej jest konsekwemnsferycznej symetrii potencjatu.

Skad jednak bierze sidegeneracja wzegllem | ? Pamitamy, ze w mecha-
nice klasycznej dowodzi gizwiazku migdzy symetrig potencjatu i catka ruchu:
kazda zauwaona symetria owocuje catikuchu a twierdzenie Noether daje przepis
na t catke. Niektére symetriesstatwe do zauwaenia, np. symetria obrotowa, czy
translacyjné.

Sq jednak te symetrie ukryte i czgsto jest takze dostrzegamy jak catke
ruchu a szukamy symetrii, ktora jest jej przyczyhak jest na przyktad z zachowa-
niem przestrzennego uenia eliptycznej orbity w ruchu ggtki natadowanej wokaot
tadunku punktowego: na pierwszy rzut oka zupetigewida® powodu, dla ktérego
czastka po wykonaniu petnego akenia po torze wydionym wokét przycigaja-
cego centrum, zawsze wstrzeliwuje doktadnie w tor poprzedniego akenia. Za
calke ruchu mana tu przyj¢ dowolrg wielkos¢ odpowiedziala za utaenie orbity,
np. wektor rownolegty do diej potosi. Jaka symetria jest przycaymysigpowania
tej caltki ruchu?

Pokazane, ze wystpowanie wspomnianej catki ruchu nie wynika z twier-
dzenia Noether, a jej przyczyna jest ukryta w sgolreej zalenosci sity od odle-

1
gtosci I : tylko oddziatywanie przyagajace kulombowskie/grawitacyjne( D?)

oraz sferyczny oscylator harmoniczny (]rz) posiada te symetre. Ruch w
kazdym innym (chociaby nawet bylo sferycznie symetryczne) polu sit dée na
0got zamkngtej orbity.

Mozna pokazé, ze degeneracja poziomow energetycznych gadegh liczby
kwantowej | jest skutkiem tej samej szczegdlnej symetrii. tapvzewidzié, ze
jakiekolwiek znieksztatcenie pola usunig¢ gymetre, czyli spowoduje rozszcze-
pienie danego poziomu na kilka poziomoéw (doktadriiepozioméw, bo przy da-
nym N, liczbal maze przybierd N wartgci).

Funkcje falowe wspdlnych stanéw wlasnych operatoehergii, kwadratu
orbitalnego momentugplu i jego rzutu oznaczamy symbolé#,,  (r,6,9):

Yl .6,9) =R”+(r)v.,m(e,¢).

4 Zwiazek midzy symetriami, catkami ruchu i degenegaginawiany jest w roz-
dziale 16.

5 Por. Schiff L. I.: ,Mechanika kwantowa”, PWN, Wagesva 1977; §30.
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Zwyczajowo wartéciom gtownej liczby kwantowejn =1,2,34,5,6,7, ...
przypisano odpowiednio liter)k, L, M, N, O, P, Q,....

Rownoczénie dla okrélenia danej kombinacji gtéwnej liczby kwantowej i
kwadratu orbitalnego momentwqu stosuje sitez zwyczajowe oznaczenia, zgod-
nie z ktorymi gtowa liczbe kwantowa oznacza gi symbolem liczbowym, Zdiczbe
| zastpuje symbolem literowym wg schematu:

| = 01234,..- s,p,d,f,..,

np. 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d itd.

ZADANIE

Sprawdzt, ze pierwszych kilka funkcji falowych atomu wodoru pasta:

w

1(1)
2
3

_ 1 (13 1)
LPZ""O_\/ET(Zan (2 aoje ’

. ATE o -
gdzie stata@, = & =530 m jest tzw. promieniem Bohra. Jest td

wielkos¢ o wymiarze dtuggci, obliczona jeszcze przed odkryciem mechanikirkya
towej w ramach tzwmodelu Bohra, w ktorym petnita ro promienia orbity pla-
netarnego ruchu elektronu wokétja w stanie o najaszej energii. DZi petni ong
role naturalnej jednostki diugoi dogodnej dla wyraania odlegtéci wewntrz-
atomowych.

Warto wiedzié, ze model Bohra, chocigest falszywy, przewiduje zupetrfie
poprawne wartei energii stanéw zwizanych w jonach wodoropodobnych (czyli
jonach uzyskanych z dowolnego atomu przez usimiwszystkich elektronéw
oprécz jednego). Dla atoméw wieloelektronowych mortamuje si jednak i
dlatego ma ji dzis znaczenie wyicznie historyczne.
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Funkcja falowa W , (r,6,¢) pozwala odtworzy gestes¢ chmury ujemnego

n,l,m

tadunku odpowiadagej elektronowi w stanie|n,| ,m) . Dla funkcji wyliczonych

w powyzszym zadaniu i dla kilku naginych sporadzilismy diagramy ilustrujce
rozktady kwadratéw modutéw tych funkcji. Mpa to uczyni w dwdch wymiarach,
poniewa — jak tatwo sprawdzi — kwadraty modutdéw wszystkich rozwanych
funkcji falowych nie zalea od kata @ . Powierzchry kazdego z poniszych dia-
gramow naley wiec traktowa jako dowolny przekrdj przestrzeni tréjwymiarowe;
zawierajicy jadro (frodek diagramu) i ©z, jako & réwnolegh do diwszego boku
kartki. Gestas¢ tadunku przedstawiona jest stopniem rézi@nia (j@niejszy odcié
odpowiada wikszej gstadsci fadunku). Bok kadego diagramu odpowiada odcin-
kowi 20@,. Warto pamjta¢, ze rozmiary jdra atomowego asrzedu 107%°m,
czyli jadro, naniesione na pamsize rysunki, bytoby kropk o srednicy rzdu
10°mm.

Dla niektérych stanow (tych, ktore opisang sferycznie symetrycznymi
funkcjami falowymi), oprécz diagramu dwuwymiarowegamieszczono funkcyjny
wykres zalenosci kwadratu modutu odpowiedniej funkcji falowej iz prze-
strzennej gstcsci tadunku) od odlegkei od jadra a take — tam, gdzie byto to
wskazane — diagramy i wykresy odpowiagdaj modutowi funkcji falowej.

0 10a,

|2

|l//100
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Atom wodoru

1

10a,

2

|l//2oo|

Na wykresie (po prawej) widaze centralne maksimunysfasci tadunku otoczone jest
chmug sferycznie symetryczno matej gstasci, ktérej z przyczyn technicznych nie
uwidocznit lewy diagram. Ten sam defekt afza diagram dla funkc;ji (3,0,0). Dlatego

ponizej zamidcilismy diagram i wykres dla modutu (zamiast kwadratudmo) funkcji
falowej, ktore daj petniejszy obraz jakkgiowy przestrzennego rozktadu tadunku.

0 10a,

7
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2

|2

(7

|‘//2,1,0

0 10a,

2
Wacal

Oprécz chmury centralnej dwie wspérodkowe sferycznie symetryczne chmury fa-
dunku: wewntrzna silniejsza i stabsza zegtrzna. Obydwie s niewidoczne na lewym
diagramie, std poniszy diagram i wykres, odpowiadag modutowi funkcji falowej
(zamiast kwadratu modutu).
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7. Ruch w polu o symetrii sferycznej
Atom wodoru

|w310

|2

0 10a, 20a,

| LIJ300|

e
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2
|‘// 320|

2

‘l/fsmf ‘wsaz

Nalezy podkréli¢, ze wszystkie diagramy dwuwymiarowa przekrojami
obiektéw tréjwymiarowych. Trojwymiarowe wyobianie o ksztalcie chmury ta-
dunku ujemnego wokohfira uzyskamy obracg diagramem wokét pionowej osi

rysunku. Tak wic na przyktad w przypadku funkcit, o, W,qo, Wsoo oOtrzy-
mamy rozktady o symetrii sferycznej, funkcl¥,,,, odpowiada rozktadowi po-
dobnemu do lescego w ptaszcznie (X,Y) torusa o rozmytej powierzchni, a
funkcja W,,, opisuje chmur tadunku o ksztatcie dwéch jabtek ustawionych pio-

nowo wzdhi osi z , szyputkami do siebie. Wszystkie te funkcje fadowd-
powiadaj stanom stacjonarnym, tak asi pomimo tegoze niektore kojarg si¢ z
orbita (te toroidalne) naley pamgtac, ze odpowiadaj im wszystkim fale stage,
uformowane wokotgdra, a maksima (minima) funkcji falowych, to stikidivezly)
tych fal.

Zwraca uwag podobigéstwo chmury fadunku ujemnego dla stanéw o ze-
rowym momencie orbitalnym i #ych wartdciach gtdwnej liczby kwantowej.
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Stany te ména sobie wyobrazijako sferycznie symetrycznfale stopca, na-
przemian odbijajca sig od punktu centralnegostiagara z powrotem po pewnym
oddaleniu sj od jadra.

ZADANIE

W podrcznikach spotké& mozna wykresy gstcsci prawdopodobigstwa
znalezienia elektronu w ustalonej odlegiood jadra. Na przyktad dla stanéw op

sanych funkcjami falowymi¥,,, W, W Wykresy te maj odpowiednid
post&:

0 1Ca r

\/

0 1Ca, r

0 1Ca r
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Wyjasni¢, na jakiej zasadzie wykresy te nig sprzeczne z odpowiedni

2 2 2
wykresami przedstawionymi urgj obok diagramé 100‘ : ‘l/lzoo‘ oraz ‘l/lgoo‘ .

ZADANIE
Wyliczajac widmo energii atomu wodoru zaniedaly ruch pdra.

Sprawdz¢, co zmieni s§ w catym wyprowadzeniu, jeli potraktujemy jor
wodoropodobny jako uktad dwéch ciat o masach etektrim, ijadra M .

Wskazowka:

Przestrzé Hilberta takiego uktadu jest iloczynem tensorowgwoch prze

strzeni HilbertaH, i H,, po jednej dla kalej castki. (Definici iloczynu tensot

rowego mana znalé¢ w rozdziale 6smym.) Bazw takiej przestrzeni magby¢

wektory ‘7(1> 0 ‘)?2> a funkcje falowe stanoéw stacjonarnych zateteda od dwoch
tréjek zmiennych:

w(t)) = "ijx %, )|%,) O [%,)d°%,d°,

Réwnanie Schrodingera przyjmie pdsta

n n? I
{— 2 B "o +V(|%, — %)) (%, %;) = EW(%,%,).

Zauwamy, ze operatory energii kinetycznych obydwusiek dziataj kaz-
dy w "swojej" przestrzeni Hilberta, podczas gdy mper energii potencjalnej p
trafi dziata tylko w przestrzeniH, U H, .

+ MX,
%, X=X —X, i pokazd, ze

réwnanie Schrédingera zapisane w tych nowych zrmyieimma posta

Wybra: nowe zmienne X =

_Z(Mh—JrnL,)AX —Z—’UA +V(| |)}¢()ZX): E¢()?,X),

m,M

gdZieﬂ:ﬁL+M

=M, oznacza tzwmase zredukowam uktadu zt@onego z

|=)
[

elektronu i protonu.
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Atom wodoru

Zauwamy, ze rozwazujac rownanie Schrédingera dla atomu wodoru wsta-
wili $my do réwnania maselektronu w miejsce masy zredukowanej.Zdimy teraz
sprawdz¢, czy przyblienie to bylo uzasadnione. Pastuemu kolejne zadanie.

ZADANIE

Obliczye, jaki blad wzgkdny popemimy w obliczaniu estotliwosci pro-
mieniowania kadej linii widmowej wodoru przez zagiienie masy zredukowane;j
M mag, elektronuim,.

Oszacowa szeroké¢ linii widmowej "AV " wywotam efektem Dopplerp
zZwigzanym z termicznym ruchedwiecacych atoméw wodoru. Przy, ze tem-
peratura wynosi 293 K.

Efekt Dopplera réwnie mazna powazat z bidem wzgédnym wyznaczanig
czestasci promieniowania. Poréwidago z tym wyznaczonym wgj i wyciagnaé
whnioski.

Mozna fatwo pokazg ze bhd wzgkdny w okréleniu r&nicy pozioméw
energetycznych, wynikagy z wycia masy elektronu w miejsce masy zredukgqwa-

nej, jest redu stosunku masy elektronu do masgra, a wec zaledwielC2. Z
drugiej strony okze sk, ze bhd ten jest wyranie wiekszy od bédu zwhzanego z
efektem Dopplera. Wynika z tegoe w przypadku wysokiej klasy pomiaréw po-
zwalapcych dostrzec efekt Dopplera, naleprowadzé rachunki z ayciem masy
zredukowane;.

Pozostaje przeanalizowarzypadekE > 0.

Przeghdajac rachunek wykonany dla energii uiemnych (str. 8f)aczymy,
ze przejcie do energii dodatnich sprowadza 8o zastpienia parametry3 wyra-
zeniemif3 .

Asymptotyczne zachowanie funkciji falowejﬂﬁp nie uzasadnia jiodrzu-
cenia ktéregokolwiek ze znakéw w wyktadniku. Z pbdgch przyczyn nie mamy

powoduzadat urywania st szeregu, bo suma szeregu nigsizmnego nie zmierza
teraz do nieskiczondaci gdy 0 — o . Nie mamy w¢c warunku kwantujcego dla

energii: energie estek niezwizanych, czyli nadlatagych z nieskaczondci lub
odlatupcych do nieskaczondci, sa dowolne. Cgz§¢ rozwiazania proporcjonalna

do e odpowiada cgstkom nadlatujcym z nieskaczondgci, a proporcjonalna
do €% — czstkom odlatujcym do nieskaczondgci.

Nierelatywistyczna mechanika kwantowa, kt&i¢ tu zajmujemy, nie umie
opis& zjawiska emisji kwantu pola elektromagnetycznefgtofu) przez atom w
chwili, kiedy elektron "przeskakuje" nazsizy poziom energetyczny: w ghyniere-
latywistycznej mechaniki kwantowej elektron przelajagy na jakind poziomie
opisany jest stanem stacjonarnym (ustalona enetglawiec przestrzenny rozktad
gestadsci tadunku zwazanego z elektronem jest staly w czasie i stanjéski'wiecz-
ny". Jak pamjtamy z elektrodynamiki, staty w czasie rozklad faldw i pradow
nie emituje fali elektromagnetycznej. Gdy elektamienia poziom energetyczny
(aby ten proces opiéamusielibymy wyjs¢ poza nierelatywistyczn mechanik
kwantows), rozktad ftadunku ulega zmianie, (rozktad taduskanu kacowego jest
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inny, niz dla stanu pockowego). Oznacza tage dokonujcej st w atomie ,prze-
budowie” musi towarzyszykrotkotrwata zalenos¢ rozktadu tadunku od czasu. W
wyniku tego emitowany jest pakiet fali elektromatyeznej— foton wigsnie. Mie-
rzac jego czstos¢ poznajemy rénice pozioméw energetycznych, ce- jak juz
pisalsmy na wsgpie— umazliwia weryfikacje teorii.

Zaprezentowany tu opis dynamiki elektronu w polalgawego tadunkuaf
dra nie uwzgidnia kilku czynnikow:

1. hdro atomu posiada pewien wtasny moment magnetydegiron "kg-
zaC po orbicie" réwnie wytwarza nieznikajcy moment magnetyczny. Oddzia-
lywanie tych momentéw magnetycznych powinnd lovzgkdnione w operatorze
Hamiltona.

2. Elektron, z przyczyn, o ktorycletiziemy méwé w nastpnym rozdziale,
posiada wlasny moment magnetyczny (nie ten orlitabnktorym byta mowa w
punkcie 1, tylko indywidualny moment nie zwmany z przemieszczaniene flek-
tronu). Moment ten oddziatuje zarbwno z momentermasmwym gdra jak i z mo-
mentem orbitalnym elektronu.

O tym, jaki to ma wplyw na rzeczywisty wygl widma atomu, &dzie jesz-
cze mowa w rozdziale 10.






SPIN ELEKTRONU

Dalsze rozwzania na temat budowy powtok elektronowych w atomach
simy poprzedd rozdzialem o spinieSpin jest "intymmy' cechy czastki ele-
mentarnej, nie znajdafa odpowiednika wswiecie makroskopowym. Pisétiy juz
0 wlasnymmomencie magnetycznym elektronuPrzyczyn istnienia tego momen-
tu jest spin wiénie, ktéry prébujemy sobie wobec tego wyobégaiko wirowanie
elektronu wokét osi przechogzej przez jegagrodek. Musimy mié jednakswia-
domai¢, ze jest to wyobrzenie naiwne, zwtaszczae — jak doid — elektron wad-
nym dawiadczeniu nie pokazat jeszcze swojej ew. rggiosci przestrzennej, za-
chowupc sk jak castka punktowa.

Istnienie wtasnego momentu magnetycznego elektroaujednak co naj-
wyzej niewielki wplyw na jego poziomy energetyczne teraie. Daleko bardziej
istotmy konsekwengj obecndci spinu w elektronie (doktadniej: potéwkowej war-
tosci tego spinu) jest tzwzakaz Pauliege o ktorym kedzie mowa niej, i ktory
zabrania dwém elektronom zaja identycznej "pozycji" w atomie (czyli nie jest
mozliwa sytuacja, w ktorej dwa elektrony w atomie @pis g takimi samymi wek-
torami w przestrzeni Hilberta).

Zanim zajmiemy s samym spinem, wyobtey sobie déwiadczenie pole-
gajace na zanurzeniéwiecacej probki wodoru w polu magnetycznyi® réwno-
leglym do osiz. Na podstawie rozwan o degeneracji poziomOéw energetycznych
(poprzedni rozdzial) tatwo przewidZieze powinna zostausungta degeneracja
wzgledem liczby kwantowej . Tak s dzieje w istocie. Nie koniec jednak na tym:
"krazacy po orbicie", czyli obdarzony zaym od zera orbitalnym momenterado
elektron wytworzy moment magnetyczny, ktérydbie oddziatywat z zewgtrznym
polem magnetycznytn Mozemy wic na tej podstawie przewidzieze poziomy
energetyczne przypisane gtdwnej liczbie kwantowehlvozszczepione:

lpamitamy, ze oddzialywanie momentu magnetyczneffoz zewrtrznym po-
lem magnetycznyrré opisuje potencjaV = -B Ol . Pamitamy ter, ze klasycz-

na ptaska gla z padem | posiada moment magnetycziy = Ig, gdzie S jest

zorientowan zgodnie z kierunkiem pdu powierzchry petli. Na podstawie po-
wyzszego pokazuje i (ciagle w ramach fizyki klasycznej)ze energia od-
dziatywania "gtli z pradem", ktég tworzy okkzny ruch punktowego tadunkg

zgromadzonego na ggtce o masidY),,, posiadajcej orbitalny momentquiu L,
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+ ze wzgkdu na paramett — okazuje s, ze im wicksza warté¢ orbital-
nego momentugau, tym wyzej lezy poziom energetyczny;
» kazdy z tych poziomow &zie z kolei rozszczepiony ze wedl na war-

tos¢ parametrum odpowiedzialnego za rzut momentedp na kierunek poldB .
Analizujac klasyczne rozumowanie zawarte w ostatnim przggesiwo odgadiat,
ze im wiksza warté¢ M, tym wyzej bedzie lezat poziom energii, bo elektron ma
tadunek ujemnyq=—€.

Cale powysze rozumowanie miato charakter czysto intuicyjRgrmalny
kwantowy opis pokzemy przy innej okazji (efekt Zeemana); intuicyjmyiazek
migdzy magnetycznliczba kwantowy i rozszczepieniem poziomow energetycznych
bedzie nam jednak teraz potrzebny do zrozumieniagkivgposob odkryto istnienie
spinu elektronu.

Okazalo s bowiem,ze rozszczepienie pozioméw jest dalejad od tego,
ktére tu opisafimy: stwierdzonoze poziomy g dodatkowo jeszcze rozszczepione
na dwa. Zrodzito sistid podejrzenieze jest to zwizane z dodatkowym, wlkasnym
momentem magnetycznym elektronu, generowanym getég moment pdu po-
siadajicy dwa maliwe rzuty na wybrany kierunek. Rozszczepienie tpapia sg¢
nawet przy nieobecrioi zewrgtrznego pola magnetycznego, poniewsspomniany
dodatkowy moment magnetyczny oddziatuje z polemmaggznym wytworzonym
przez ,orbitalny” ruch elektronu. StwierdZiny juz wczeniej, ze teoria dopuszcza
mozliwos¢ istnienia momentu quu o dwoch maiwych rzutach: ma to miejsce,

jezeli liczba kwantowa Wynosi%. Istniep wtedy d w a ortogonalne wektory

wlasne odpowiadage tej wartéci wtasnej, réniace s¢ rzutem momentugau na
1 1
wybrany kierunek: dlam= E idlam= —E. Zrodzito s¢ podejrzenieze elek-

tron ma wkasny momentgu i — co mae dziwi — wartd¢ tego momentu jest usta-
11
lona: jego kwadrat wynosi dla elektronu zawsi’z%i(i +1) (gdyby byto ina-

czej, to wtedy dodatkowe rozszczepienie, o ktérydwimy, nie bytoby zawsze
podwadjne).

Przestrzé Hilberta, z ktog dotychczas miedimy do czynienia, odpowie-
dzialna jest za opis patenia i ruchu cgstki w $wiecie tréjwymiarowym (chocia
sama przestriejest nieskaczeniewymiarowa!). Przestizde nazywamykonfigu-
racyjna przestrzenip Hilberta. Dla opisania wewgirznych stopni swobody ggt-
ki musimy powoté nowa przestrzé Hilberta.

q

Z polem magnetycznyn’é, wynosiV = —2— L Eé, bo — jak tatwo spraw-

dzié — [1:%[.
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Zgodnie z ogo6la zasad, przestrzé ta winna by ztozona z wektoréw od-
powiadajcych wszystkim maiwym stanom spinowym elektronu. Wiemyzjuze
wartas¢ kwadratu spinu elektronu jest ustalona. Skoro takszukana przestrize
bedzie dwuwymiarowa: wszystkie mlwe stany spinowe mugzy¢ stanami wias-

A 1/1
nymi operatoraS2 do wartdci wiasnej S = hZE(E +1) , czyli musza by¢

11 1 1
kombinacjami liniowymi dwéch wektorév+§,§> oraz E,—§>. Wektory te,

jako wektory wlasne obserwabligdh prostopadie w sensie iloczynu skalarnego
ustanowionego w tej dwuwymiarowej przestrzeni. Dimyovektor tej przestrzeni
bedzie opisany dwoma liczbami, ktére seony umownie ustawiw dwuelemento-
wa kolumre stanowica reprezentagj wektora. Pierwszemu wektorowi bazowemu
11

1
— —> odpowiada oczywtie kqumna(Oj a wektorowi

LS N
515 — kolumna

2 2
0
, z& dowolnemu wektorowi‘ >= a

1 E>+ 1 —1> kolumna (aj
1 2'2 2 2 B

Omawian przestrzé (spinowg przestrzen Hilberta), oznaczamy symbolerfs .

Powinngmy teraz znal& reprezentacje macierzowe operator@y, S/

1) ot 1)
2 2/

éz w bazie ztgonej z wektorév»\z ,§> oraz
Z tego,ze jest to baza zimna z wektorow wiasnych operato% do war-
h

tosci wkasnych — i ——, wynika, ze reprezentacja operatofg, jest postaci

2 2

0 _E(l OJ
_h2lo -y

2

A

S -

o N

Znajdziemy teraz reprezentacje pozostatych dwdéadskvych spinu:éo><
oraz é&/ W tym celu postaymy sk operatorami podnoszenia rzutu spinu
S =§ +iéy i jego obnzania S = §, —iéy.

W rozdziale 6 rozwizywalismy zadanie (str.67) polegae na obliczaniu

normy wektora, ktéry powstaje z unormowanego wekt‘q'r, m> pod dziataniem
operatoréw podnoszenia i obania rzutu momentugplu. Okazato s, ze
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J,

| =a7j(j +1) - mm=3)],

co pohkczone ze wzorami poprzedzeymi wspomniane zadanie pozwala nafrisa

J',m>=hJj(j +1) - m(m= ])‘j,mi 12

J.

2Wynik zadania upowania nas w zasadzie tylko do napisaniaazki
[~ . _ i¢ - _ . . .
J.|j,m=€enj{]+1 m(m=1)|j,m= 1), ale wobec nieokstenia fazy

wektora ‘j,mi 1>, mazemy whczy¢ eksponert do wektora. Przygcie fazy

@ = 0 we wszystkich wzorach, o ktérych mowa, jest wykuam tzw.pierwszej
konwencji Condona-Shortley'a Istotne jest toze wprowadzenie tej konwencji w

odniesieniu do wszystkich tych wzoréw (czyli dlazwystkich wektoréw‘j,m>
réwnoczénie) jest maliwe. Aby to pokazéa zatl&emy, ze wspdélne wektory wiasne
operatoréwj2 i jz wybrano dowolnie, nie dbgg o ich fazy (czyli ustalag je
przypadkowo). W szczegolba niech dotyczy to Wektor(’)vl/j ) m> i | j,m+1>.

Dziatajac operatoremj+ na wektor| I m> dostaniemy wtedy na og6t

3. im) =e?nyj(j+1) -mim+3[j,m+ 1,

bo faza Wektoraﬁ+ J m> jest wyznaczona jednoznacznie przez We‘djqrm> i

operatorj+ , a faza wczaiej wybranego wektor*aj ,m+ 1> jest przypadkowa i

j,m).

musi by uzgodniona odpowiednim czynnikieﬁV z fazy wektora j+
Mozemy teraz wiczy¢ czynnik €’ do wektoral j,m+ 1> zapisujc
e'’ | j,m+1> =| j,m+ 1>. Czy wywanie kompletu Wektoré\*/j , m> oraz

| j,m+1> (zamiast| j,m> i | j,m+1>) uwalnia nas od czynnik@'? przy
przegciach dokonywanych operatorarﬁL i j_ ? W przypadku operator§+ -
oczywiicie tak. Pozostaje sprawdzie operatorj_ przeprowadza wektor

| I m+1> w Wekt0r| J m> juz bez dodatkowego czynnika fazowego. Zaczyna-
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Jestémy teraz gotowi do wyliczenia dwéch maciezy 2 reprezentujcych
11
= =)=l
22
1 1

‘— ——> = |—> W tym celu obliczymy reprezentacije operatoréyi é_:

operatory S, oraz S/ w bazie zigonej z wektoréw
2" 2

1814r=0, (819 =n 3 2e1)-(-3)(-2+1 =0,
-I8]4=0, (-I8]-)=0,

A N 0 7

czyli macierz operatoréS, ma posta S, — (O Oj , Za& podobnie wyliczona
A ~ 00

macierz operatord_ przyjmie ksztatS_ — 50 Std juz fatwo mana wy-

liczy¢ poszukiwane reprezentacje:

j,m> = h\/j(j +1) -mm+ 1)| j,m+ ZI> i dziatamy na obydwie
strony operatoremJ_:

33,5 =nyi(i+)-mm+13.

Po lewej stronie dostajemy
1=(32- 3,7 -2d,) | i.m=r?i(j +2) - m(m+ 1] | j. m),

czyli hZ[J(J +1) _ n{m+])]
h\/j(j +1)—n(m+])

my od j+

j,m+]>.

[imy=n§(j+1) - m{m+ 2] jm)

= h\/J(j +1) —(m+ ])((m+ 1) - ])| ] ,m> bez dodatkowego czynnika fazo-
wego.
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Powszechnie stosowane jest oznaczeBie= Eﬁ, , gdzie macierzowe re-

prezentacje trzech operatorc’fﬂ maj post&

P KN S

i zwane § macierzami Pauliego

ZADANIE

Operatory orbitalnego momentdu i spinu g sobie pokrewne, bo spel-
niaja te same reguty komutacji. Dlaczegoewirozwaane przez nas reprezentgcje
tych dwéch typow operatorova sak r@ne: operatory orbitalnego momentedp
reprezentowaneasfunkcjami zmiennych przestrzennych i pochodnymi tgoh
zmiennych (ich wektory wiasne reprezentowane fuakej zmiennych prze
strzennych) a operatory spinu reprezentowanmaacierzami2 x 2 (wektory wiasng
— dwuelementowymi kolumnami).

Czy dla operatorow orbitalnego momentgdp (i ich wektorow wtasnych)
mozna wskazé reprezentagj podobn do tej, jak wybralismy dla operatoréw sp
nu?

Elektron jest wic teraz opisany w dwodch przestrzeniach Hilbertanaw
czesnie: jesli pytamy o ruch elektronu, jego palenie, orbitalny momentgou, to
zaghdamy do konfiguracyjnej przestrzeni Hilbertd . Jeseli za& interesuje nas
spin elektronu czy zwkany z tym spinem wlasny moment magnetyczny, tteza
aspekty istnienia elektronu odpowiedzialny jest twek przestrzeniS .

Matematyka zna pegie iloczynu tensorowego przestrzeni wektorowych.
Okazuje s, ze Przyroda wykorzystuje dwie wspomniane przestezemgktorowe w
formie ich iloczynu tensorowego.

ILOCZYN TENSOROWY DWOCH PRZESTRZENI
WEKTOROWYCH

Rozwamy dwie przestrzenie wektorowd i B nad wspolnym ciatem licz
bowym.

Wektory z przestrzeniA oznaczmy‘a1>,‘a2>,‘a3>,..., wektory z przet
strzeni B oznaczam)}bl>,‘b2>,‘b3>,....
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lloczynem tensorowym ALl B obydwu przestrzeni nazywamy zb
wszystkich maliwych par | a) 0 |b> oraz ich kombinacji liniowych, przy czym:

1 (o) +|a,)) O1b) =|a,) O ]b) +]a,) OV b),
2. |a)0(b)+[b,))=la)0fb)+la)O]b,),
3 (Ala) Olb) =|a) 0 (Alb) = Ala) O[b)),

gdzie A jest elementem ciata.

UWAGA: Nie kazdy wektor z przestrzenA[ B jest postacia) O|b) .
Na przyktad Wektor}aa1> 0 ‘b1> +‘a2> 0 ‘b2> (gdzie‘a1> 7 ‘a2> , ‘bl> # ‘b2>)
nie da st zapisa w postaci| a) U |b> .

Jezeli Wektory‘a'1>,‘a'2>,‘a'3>,...,‘a'n> stanowi baz; w przestrzeniA a
wektory ‘,81>,‘,82>,‘,83>,J,8m> baz w przestrzeni B, to wektory
‘ak> U ‘,BJ> (dla wszystkich mdiwych par wskanikow) stanowd baz w prze-

strzeni ALl B. Wynika z tego midzy innymi, ze wymiar iloczynu tensorowe
przestrzenin -wymiarowej przez przestraelm -wymiarowg wynosi N X m.

lloczyn skalarny w przestrzenA [ B spetia wszystkie warunki wiaiwe
dla iloczynu skalarnego i oldleny jest przepisem:

o) 01w)]dig) 0]y =(@lg)wle),

gdzie |®),[¢) DA, |W),|¢)0B.

or

JO

Wektory opisujce stan elektronu nate do przestrzeniH [ S. Jako bag

w tej przestrzeni memy wybra wektory | X) (| S) , gdzie w pierwszym czynniku

nalezy wybrat trojke liczb — wspoétrzdnych wektora wodgego X (czyli tu wy-
bieramy spé&dd nieskaczenie wielu megliwosci), a w drugim naley wybra

1
S= E (spin zgodnie z 08iz) lub S= _E (spin przeciwnie do os). Wektor z

przestrzeni HilbertaH [1 S mozna zapisajako roztaony w tej bazie:

W)= [d* > w,(xI%0ls),

11
22
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gdzie suma przebiega po dwdch wéetach parametrl& a interpretacja dwéch

W, (%)

1
*2

2
d3x jest prawdopodobistwem tego,

funkcji W+l()?) jest nastpujaca:
-2
ze elektron znajduje siw elemencie oljosci d®x a rzut jego spinu na wybrany

1
%

h
kierunek wynosiiE. Pae funkcji W ,(X) wypisuje si niekiedy w postaci ko-

ZADANIE
Czy jezeli wiemy, ze rzut spinu na kierunek asivynosi +§ ("spin réwno-

legly do osi z"), to czy wiemy zarazew® jego rzut na Oy w tym samym stanie
WYnosi zero?

Roztazy¢ wektor wtasny operatoreiAS,Z do wartdci wtasnej +§ w bazie

zlozonej z wektoréw whasnych operato@.

Przeanalizujmy zwizek, jaki zachodzi mdzy spinem elektronu a jego wia-
snym momentem magnetycznym.

Wyobrazmy sobie klasyczny punkt materialny o masig, i tadunku q
krazacy wokot przycigajacego centrum. Zwgany z tym ruchem moment mag-
netyczny /7 i orbitalny moment gdu pozostaj w relacji

a

L.
2m,

o=
Taki sam zwizek zachodzi dla dowolnej bryly obarczonej tadunkiemag
i wirujacej wokot ustalonej osi pod warunkieng rozklady masy i tadunkw sden-

tyczne (czyli,ze dla gstcsci masy i tadunku zachodzi zyziek Py = ap, i stata
a jest taka sama wewtnz catej bryty). Gdybymy rozcagreli t¢ analogg na wiru-
jacy elektron, to oczekiwaliyny, ze rzut jego wlasnego momentu magnetycznego

h
na wyr&niony kierunek przyjmie warto RE Z dawiadczenia wynika jednak

wartos¢ doktadnie dwa razy wksza, a konkretnie, operator energii oddziatywania

wlasnego momentu magnetycznego elektronu z polegnetgcznym B okazuje
sig by¢ rowny (por. przypis na str. 97)
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(tu i wszdzie wyzej przyglismy, ze tadunek elektronu wynost €, czyli ze

e>0).

Warto wiedzi€, ze dopiero relatywistyczna teoria elektronu (opadaow-
naniu Diraca) poprawnie przewidujdasny moment magnetyczny elektronu

Spin castek ma istotne znaczenie dla struktury wektoraustapisujicego
uktady wielocastkowe. Elektron jest @stka 0 spinie potdwkowym. Z przyczyn,
ktorych wyjanienie wymagatoby wytia poza zwykd mechanik kwantows, nie da
si¢ zbudowé uktadu fizycznego, w ktérym dwie identyczneastki o spinie potow-
kowym bylyby w takim samym stanie.

W jednym z wczéniejszych zada (str. 93) wspomniedimy juz, ze do opisu
uktadu ztgonego z kilku oddziatywarych ze solp czastek, powotuje si przes-
trzea Hilberta kxdaca iloczynem tensorowym kilku przestrzeni Hilberta, jednej
dla kadej castki.

W atomach wieloelektronowychwspotistniej ze sol identyczne, odpy-
chapce st elektrony. Rozwamy dla przyktadu uktad dwéch elektrondw, jak w
atomie helu. Kademu z nich przystuguje taka sama przeﬂtrz}ellberta

HOS=H. Para elektronéw dolzie wiec opisana w przestrzenH 0 H

Wektory w tej przestrzenigda kombinacjami liniowymi Wektoréwia' ‘,[7’ ,

gdzie|a) OH, a‘,&’> OH, .
W mechanice kwantowe] oboyzuje zasada nierozidialngsci czastek
identycznych. Jeeli wiec na przykitad realizowany jest stan, w ktérym jedngstka

opisana ma b’ywektorem|LP> OH a druga innym wektored¢> OH, to stan
tego uktadu cgstek, naleacy do przestrzenl—~|l 0 |-|2, opisany jest wektorerfn),

ktory
« w przypadku cgstek o spinie calkowitym §si takie, nazwano jdo-
zonami) musi by postaci

)=l 0le)y, +lo)y 0w)

* w przypadku czstek o spinie potowkowymférmiondw) winien mie
post&

‘ >=|LIJ>I:|1 O ‘CD>F|Z ‘|q’>.q1 O ‘LP>H~
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gdzie na przyklad‘P),;ll DI:Il, za |‘P>ﬁ2 0 H~2 i jest jego kopi w przestrzeni

H~2. (W obydwu powyszych wzorach nie zadbéty o normalizag;).

Dzigki takiej konstrukcji wektorow stanu realizujemy idvzasady:

1. Zasadk nierozroznialnosci czastek (nie sposéb powiedaektora castka
jestw stanie*q3> a ktora w stani{é#)),

2. Zasad zakazu Pauliegodla fermionéw. Sprobujmy bowiem wyldra

|®) =|W) . otrzymamy od razuL > = ‘Wektor zeroW.

Opisane wyej wiasndci symetrii wektorow stanu dla uktadéw wielu bo-
zondw mag bezpdrednie konsekwencje éeiadczalne w postaci nadciekt i
nadprzewodnictwa.

Rozwamy bowiem uktad zloony z N identycznych bozonoéw, z ktérych je-

den jest w staniéa> , drugi w staniel b>, itd., w kaicu ostatni w staniék>. Wek-
tor stanu wielobozonowego(oznaczmy go symbolerfn)) jest elementem prze-

strzeni H~1 1l HZD..D I:|n, czyli jest symetrycznkombinacj liniowa wektoréw

postaci|a) O|b)0.. 0/ k)

)= NY @ 0lb)0.. 0k = N[gm(a) T lb)o..0/k)],

gdzie sumowanie przebiega po wszystkith permutacjach, a liczb®N zapewnia
witasciwa normalizacg. We wszystkich wzorach przestrzegamy zasady, Zgarin
ktéra w kazdym iloczynie tensorowym wektorow wygluja one w takiej kolejngci,

w jakiej ustawione @& przestrzenie Hilberta w zapisie iloczynu

H, 0 H,0..0H, .

Przyktad (N = 2):
)= N(2)0]b)+[6)0]a),

gdzie w sktadniku|a) 0|b) zachodzi|a) Dﬁl, |b) DI:|2, za& w skladniky
|b) O |a) mamy|b) O H, , la) O H,. tatwo pokazé, ze w szczegblnym prz)
1 2

1
padku, gdy(a|b) =0, mamy N = ﬁ

Dla N czstek odpowiednia suma zawiefd sktadnikow.
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Rozwamy teraz uktad zteony z jednego bozonu w stadia>, wybierzmy
dowolny stan|1> i obliczmy prawdopodobistwo P tego,ze wykonujc odpo-
wiedni pomiar identyfikujcy, znajdziemy nasz ukfad jakedacy w stanie|l>

P=[(1/a)”.

Zaldzmy dalej, ze zrealizowany jest uktadn(+ 1)-czastkowy, zizony z
samych bozonéw, opisany takim oto wektorem stanu:

| )=N[sm{a)oloo. o).

Kazdy sktadnik symetrycznej sumy w nawiasie kwadratowgawiera n
"jedynek", a suma zawiera oczyaie N+1 sktadnikéw réniacych si pozycph

Wektora|a>. Obliczmy wspotczynnik normalizacyjny dla tego ypadku. W tym
celu obliczamy kwadrat normy rozaanego wektora (zakltadamye wektory| a> i
|]> s unormowane). Po krétkim rachunku otrzymamy wzor

| =InFlomiar oo, o)
= |N|2[(n + 1)(<a|a><]J :I)“) +(n+ J)n(<a| ¥ 1a)( 1 :1n_1)] .

Std

1
INJ? =

"~ (n+ D1+ nial 2f|

Obliczmy teraz prawdopodoltistwo P' tego,ze nasz (1 + 1)-czastkowy
uktad znajdziemy w stanie|) O|D0..0/2 =10 TO..01 (mamy tu

n+1"jedynek", sumowanie symetryzacyjne jest niepotnegha stata normaliza-
cyjna N wynosi jeden), to znaczy prawdopodalsievo tegoze wszystkie bozony

Znajdziemy w stanié]} :

P=la0m.04 =N 10 0.0 i9m@n © 0.0 if

Nl al o = 0+ D@D (n+Dfal D
e (RN R
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Poréwnajmy prawdopodohistwa P i P'.

P (n+])

P 1+nfal 0

Zaldzmy teraz,ze |<a|]>|2 << 1. Oznacza toze P <<1, czyli ze jest bar-
dzo mate prawdopodohistwo odnalezienia starll]) w stanie| a>. Jereli jednak
(n+1)-szy bozon w staniéa> "dofacza s¢ do licznego towarzystwal bo-
zonow", ktére g wszystkie w staniéZD , to prawdopodobisstwo tegoze znajdzie-

my go wraz z innymi w stanié]} maze by od prawdopodobiestwa P wielo-
krotnie wiksze:

. P n+1l -2
im—=lim——— =(a >>1,
Ne oo P Ne oo 1+ n|<a|]>|2 |< |1>|

2
albo jezeli nierowna¢ |<a|l>| << 1 jest tak "mocnaze przy danymn réwniez

(a1 << 1 to

P n+l

— = On+1
P 1en@nf

i ta wiasnie formula jest wana dla rozwaan statystycznych dotyazych uktaddw
wielu bozonow.
Sprawdmy jeszcze, jak zachowujegssamo prawdopodohistwo P' dla

ustalonej wartéci [(a| 1| i dla duzej wartdici N (czyli dia ukladu wielu cstek).

. _(n+1)al1)
lim P'=lim——— "= =1,
et 14 nfaldf

czyli prawdopodobigstwo znalezienia rozwanego uktadu w stanie
1D0O|20..002 jest dla dostatecznie zgch n bliskie jedndci, chociaby stan

|a> bardzo rénit sie od standl} .

Opisany tu "owczy g@d" uktadéw wielobozonowych jest przyczymakich
zjawisk, jak nadcieki@ i nadprzewodnictwo.

Nadciektoscia nazwano zjawisko zaniku lepi@ w niektérych cieczach do-
prowadzonych do dostatecznie niskiej temperatury.

Lepkas¢ — jak wiemy — jest skutkiem wymiany energii rgmijacej mi-
dzy czsteczkami cieczy natecymi do gsiednich warstw cieczy phyaych z ré-
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nymi predkaosciami (na przyktad w pobtu sciany naczynia). CGisteczki ldace w
réznych stanach a stykgje st ze soh, przekazuj sobie energiprzyczyniajc sk
do jej rozpraszania: podtrzymywanie przeptywu wyeathgtego dostarczania
energii.

W odpowiednio niskiej temperaturze jednak, kiedgksza¢ czasteczek
jest w stanie podstawowym (odpowiednik stdﬁ,\u wyskpujacego w powyszych
rachunkach), inne gsteczki "przyhczap" si¢ do nich — ciecz zaczyna phnie
stawiajc oporu mechanicznego.

Warunkiem koniecznym wygpienia zjawiska nadciekdoi jest bozonowy
charakter cgsteczek cieczy. Warunek ten jest spetniony przemwthel®, ktory
staje s¢ nadciekly poniej temperatury okoto 2 K.

Nadprzewodnictwo polega na zaniku oporu elektrycznego niektérych
przewodnikéw w dostatecznie niskich temperaturdtdrzuca s oczywicie wy-
jasnienie podobne do tego, ktére zastosowano w stosdok nadciektéci. Na-
trafiamy tu jednak na zasadnicrudnc¢ w postaci fermionowej natury sioikéw
pradu. Podejrzewano wt, ze elektrony w jal§ sposébdcza sie w pary (por. przy-
pis 3) i dopiero te pary (jako bozony) podlegapisanej statystyce. Elektrony s
jednak castkami odpychajcymi sic. Dopiero w roku 1957 pokazahae elektrony
deformup wokét siebie siatik krystaliczry, w taki spos6bze w wyniku tej deforma-
cji elektrony przycigaja sie. (Podobnie oddziataj"na siebie" przyeigajaco dwie
ciezkie kulki potazone na poziomej nagiej btonie.) Okazuje size dla odlegtéci
wielokrotnie wikszej, nk odlegtagé weztdéw siatki krystalicznej, oddziatywanie to
zaczyna przewa¢ nad odpychaniem kulombowskim. Przyganie, o ktérym mo-
wa, wraz z odpychaniem elektrostatycznymadagczne oddziatywanie, ktérego
potencjal ma ptytkie minimum, co w dostateczniekieis temperaturze owocuje
stanami zwizanymi (tzw. pary Coopera). Pary te — jako bozonymeg juz za-
chowywa sie podobnie, jak atomy helu nadcieklego — ich przepbdgdbywa st w
sposo6b upormkowany, bez strat energii.

Rozwamy teraz stany wielofermionowe (Oznaczenia — jak dla bozo-
néw.)
Zacznijmy od przyktadu trzech fermionow. Stan uktaczech fermionéw, z

ktorych jeden jest w stanifay) DI:I, drugi w stanie|b) O H a trzeci w stanie
|c) OH opisujemy wektorem

3 Doktadniej — bozonamia(satomy"'He.. Wynika to z tegoze z parzystej liczby
potéwkowych momentéwgqulu da st ztozy¢ tylko catkowity moment gdu. Reguty
sktadania momentéwedu omoéwimy w jednym z dalszych rozdziatow.

4. Bardeen, L. N. Cooper, J. R. Schrieffer, PRg.108 1175 (1957).

5 Warto odnotowé, ze nagrod Nobla w dziedzinie fizyki w roku 1996 otrzymali
David Lee, Robert Richardson i Douglas Osheroffwgiazanie istnienia nadcie-
klego helu’He (ktérego atom jest fermionem). W dostateczri&iej temperaturze
(0,002 K) atomyHe fcza sic w pary i probka helu przechodzi w stan nadciekly.
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) =N(a)0|b) 0fc) +[b) Ofc) Ofa) +|c) O] a) 0| b)
-|2)0[¢)0[b) =) 0|b) D|a) ~[b) D) 0] ).

co dla stanun -fermionowego wygodnie jest zapés& postaci wyznacznika z ma-
cierzy N X N (tzw. wyznacznika Slaterg

|"">ﬁ1 |b>|?|1 SR |k>ﬁ1
|a>ﬁ2 |b>ﬁ2 SR |k>ﬁ2
=N 6
A B, K

ZADANIE

Ponizsze rozumowanie prowadzi do wniosku jawnie sprzeganz nasg
wyniesiory ze szkohysredniej wiedz o budowie powtok elektronowych w atomach
(por. rozdziat 10). Wedtug tej wiedzy, na pozionie=1 mog w atomie przet
bywa® nie wigcej, niz dwa elektrony. Znal€ biad w tym rozumowaniu.

Zgodnie z zakazem Pauliego, niediwy jest stan wielofermionowy, w kt(
rym dwa fermiony bylyby w identycznym stanie jedegstkowym. W zgodzie
tym zakazem mégtby jednak istaiatom, w ktérym tr zy (chodzi o tee wiecej,
niz dwa) elektrony przebywatyby w stanie podstawowyn=1, | =0, m=0).
Wektory stanu tych elektronéw mogtybydyastpujace’:

Poszukiwany stan tréjfermionowy jest elementem grzeni

H~1 U H, 0 H,, gdzie H, = H, U §. W przestrzeni konfiguracyjnefd (ktorej

N

kopiami g przestrzenieH,, H, i H;), wybieramy Wektoﬁ LIJl,O,O> odpowiada

jacy stanowi podstawowemu jonu wodoropodobnegovzarzestrzeniact, S,
i S; wybieramy odpowiednio trzy wektory

6 W przypadku, gdy Wektort/a> , |b> |C> 3 parami ortogonalne, wspoétczynnik

1
N=—
Jnl
7 Na wytek tego zadania zaktadamig kazdy z elektronéw oddziatuje tylko z-j
drem, ,nie widac” pozostatych dwéch elektronéw (co oczywie jest nieprawg
ale nie w tym rzecz).
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|Sl>§ = al| +>s_l +'81|_>sl’
|SZ>S2 = a2|+>sz +,32| _>sz !
|%>s3 = 0'3| +>s3 +ﬁ3| _>53

~

i tworzymy w przestrzeniactr,, H, i H; trzy r 6z n e wektory, odpowiednio

Skoro wektory te grézne, to zakaz Pauliego nie zabroni trzem elektro

nom
opisanym tymi wektorami usadowienia sia poziomie podstawowym.







WARTOSCI SREDNIE
OPERATOROW

Pomiar jest w mechanice kwantowej zagadnieniem o wiekeldiej skom-
plikowanym, nk w fizyce klasycznej, gdzie sprowadza db rozwazania okrélo-
nych probleméw technicznych.

W podegciu klasycznym powiemy: zamierzamy zmietzgkreslona wiel-
kos¢ fizyczm uktadu. Jeeli tylko rozwazana wielkd¢ fizyczna ma sens w odnie-
sieniu do danego obiektu fizycznego, to pytaniejavartéé jest zawsze sensowne,
a udzielenie doktadnej odpowiedzi na to pytanie agetylko odpowiedniej po-
mystowaici | precyzji pomiarowej.

Pokaemy terazze struktura mechaniki kwantowej naktada istotnedfs
mentalne ograniczenia na alizvos$ci pomiaru wielkdci fizycznych.

Wiemy juz, ze wartdgci wiasne operatorow odpowiadeych wielkgciom
fizycznym g jedynymi maliwymi wynikami pomiaréw tych wielkéci.

Niech stan wybranego uktadu fizycznego opisagyzie w ustalonej chwili
wektorem| lP> nalezacym do przestrzeni Hilberta. Zamierzamy zmiérayelkos¢

fizyczm A w tym stanie.
Jezeli stan| LP) jest stanem wlasnym operatofa do wartgci wiasneja,
czyli jezeli

Aw)=dw),

to odpowiednio starannie przeprowadzony pomiar deymniku liczke a. Podkré-
lamy: doktadné¢ pomiaru jest tu kwestite chnic z .

Sprawa wygida zupetnie inaczej, gdy Wekt4)\=|—’> nie jest wektorem wias-

nym operatoraA, a tak wianie jest, gdy operator i stan nig do siebie specjalnie
dobrane: "wtkszasi¢" wektorow przestrzeni Hilberta to n i e asstany wlasne

wybranego operatora. Takegiw przypadku, gdy wekterP> nie jest stanem wia-

snym operatoraA, rezultat pomiaru nie jest przgizony. Pomimo tego pozostaje
w mocy zasadaze w wyniku pomiaru wykonanego na ukladzie fizycznymzemy

dosta tylko jedm z wartgci wkasnych operatorad. Zachodzi wéc pytanie, ktéra
to z wartdci wiasnych kdzie wynikiem pomiaru.

Wszystko wskazuje na tae pytanie to, postawione przed wykonaniem po-
miaru, jest pozbawione sensu. Na przyklagstia uwgziona w studni potencjatu
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moze z r&nym prawdopodobisstwem znajdowa sie w réznych punktach we-

wnatrz studni. Pytanie o to, gdzie "napragtgest castka (w roli operatora® wy-
stapi tu operator potzenia X) nie ma sensu. W kontédie tego przyktadu méwi si
czasemgze "nawet Pan Bog nie wie, gdzie jeshstka" albo,ze "Stworca nie od-
powiada na glupie pytania".

Przed wykonaniem pomiaru memy tylko zadé pytanie o prawdopodo-
bienstwo otrzymania w wyniku tego pomiaru oflmnej wartgci wiasnej. O rozkia-

dzie tych prawdopodohistw decyduje WektofLP> i dzieje s¢ to na nkej opisa-

nych zasadach.
Jak wiemy, sp&dd wszystkich wektoréw wtasnych dowolnego operator

hermitowskiego, na przykiad rozuanego operatora&, mazna wybra ortonor-
malny komplet Wektor(’)w|a1>,|a2>,... rozpinajcy cah przestrzé Hilberta.

(Wektory te — jak ja wiemy — mog by¢ niekiedy numerowane wskaikiem
ciagtym. W takim przypadku wszystkie paeze sumowania zagl catkowanie.)
Rozl&my Wekt0r| lP> w bazie ztgonej z tych wektorow

9)=1%)=| Sfa)ial[¥)= X (a]¥)a) = Tola)
| I
Kwadrat modutu zespolonego wspotczynnili jest prawdopodobiei-
stwemtego, ze mierac wielkas¢ fizyczra Aw stanie|LP> uzyskamy w wyniku
liczbe & .

ZADANIE

Pokazé, ze dla prawidtowej probabilistycznej interpretacgpotczynnikow
G konieczne jest unormowanie WektC}W> .

Rozwigzanie:

Przystpujac do pomiaru mamy p e w nsa& , ze w jego wyniku uzyskamy
jedm z wartdici wiasnych operatorad . Oznacza taze powinno zachodgi

ZIQIZ =
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Réwnoczénie, na mocy ortonormaldoi wektorow |a> kwadrat normy

Wektora|LP> wynosi H| W>H2 = Z|q|2 , c.b.d.o.

SReRRBRTEEEERY

Ustaliwszy probabilistyczn interpretagi wspotczynnikow G, mazemy w

naturalny sposéb zdefiniowavartosé¢ srednia operatora w staniHl—’>

(A)=2la[a.

bedaca sredni arytmetycza wynikdéw fikcyjnej, nieskéczonej serii pomiaréw
obserwainA, dokonanych po kolei na niegiazenie wielu identycznych uktadach
fizycznych, wszystkich przygotowanych w identycznystanie |lP> Przypom-

nijmy, ze taki fikcyjny zbiér identycznie przygotowanychta#éw fizycznych na-
zywamy zespotem statystycznym Interpretacja probabilistyczna mechaniki
kwantowej odnosi gina pewno do zespotu statystycznego. Natomiastjeelfka
zachodzi pongidzy wyzej opisan interpretacj probabilistyczaa pojedyn -
c z y m obiektem kwantowym jest niejasna: z jedsepny pogcie "praw-
dopodobiéstwo" odnosi s z natury rzeczy do zespotu statystycznego, a gi€jfu
chciatoby st wierzy¢, ze mechanika kwantowa opisuje tdynamile pojedynczego
uktadu fizycznego.

Interpretacja probabilistyczna mechaniki kwantoyest przedmiotem spo-
réw od chwili powstania tej teorii. W opinii autonaasze ktopoty w tej materii wy-
nikaja z tego,ze nie znamy pe@gia innego, i prawdopodobigstwo, ktére mogli-

bysmy "podtazy¢” pod liczly |q |2. Pogcie to zapewne istnieje i odnost slo po-

jedynczego uktadu fizycznego, ale jest naturaltieoty swiecie kwantow, do kto-
rego nasza intuicja nieegia i dlatego meze by dla nas zakryte na zawsze, podob-
nie, jak tajemnicz pozostaje prawdziwa natura funkcji falowej.

ZADANIE

+ Pokaza, e (A) = (Y] AW).

* Wyprowadzt wzér na warté¢ sredni operatora zapisanw reprezent
tacji potazen.

Zamiast okrélenia "wart@¢ srednia” wywa sk czasami nazwywartosé
oczekiwang ktéra mae by mylaca: wartd¢ srednia nie musi gipokrywa z zad-
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nym punktem widma operatorag\, wieC Iiczba< A> nie mae by na ogot trak-

towana jako oczekiwany wynik pomiaru.

ZADANIE

Pokaza, ze

SA=(2 ) A)

i wskaza klasyczny odpowiednik tego wzoru.

Na tej podstawie pokagzaze dla castki w potencjalnym polu sit zachod
(twierdzenie Ehrenfestg:

gdzie pod symbolem operatora siI:y kryje sk operator, ktérego poteniowa re
- x> =-0%(X - X')gradV ().

prezentacja ma po:éta<7( F

Wskazowka:

Skorzysté z tego,ze
A= ()= () (449 +(24),

_ d
gdzie na przykiad<W‘A‘W> oznacza iloczyn skalarny Wektor(ejtf|q1> przez

wektor Al W).

mamy oczekiwany wynik. Na tej podstawie, po péeziej do reprezentacji poten,

Korzystapc dwukrotnie z rownania Schrédingera zalkego od czasu otrzy

Zi

dowodzimy obydwu cgci twierdzenia Ehrenfesta.




ATOMY
WIELOELEKTRONOWE

W rozdziale siodmym pokazéfny, jak oblicza s wartcici wkasne energii i
funkcje falowe dla jonu wodoropodobnego.

Mogtoby sk wydawa, ze rozwhzanie podobnego zadania dltomu wie-
loelektronowegow niczym nie przypomina rezultatéw, do jakich dosmy w tam-
tym rozdziale. Kady elektron zanurzony jest bowiem teraz nie tylkpalu jadra,
ale oprocz tego oddziatuje z pozostatymi elektranaimsacymi facznie tadunek
tego samego egru, co tadunekadra i pozostajcymi w podobnej odlegkei. W
zadnym wypadku nie mma wic traktowa@& pozostatych elektronéw jakérodta
matego dodatku do oddziatywania wigego, rozwaonego wczenie;.

Napisanie réwnania Schrodingera dla uktadu wielektebnéw oddzia-
lujacych ze sobi z jadrem jest proste.

ZADANIE

Napis& to rownanie dla atoma-elektronowego.

Istotne ktopoty rachunkowe sprawia dopiero jegpwiazywanie (problem
wielu ciat jest nietrywialny tate w mechanice klasycznej). Istnieje jednak wiele
przyblizonych metod pozwalgych na znalezienie widma energii i funkcji fa-
lowych dla atomow wieloelektronowych. Metody te adieg na numerycznych obli-
czeniach wykonywanych na komputerze, prowgada rezultatéw zgodnych z da-
nymi daswiadczalnymi. Bdziemy o nich méwd nizej.

Teraz jednak zajmiemy esinajprostszym podgjiem do omawianego za-
gadnienia, polegagym na zaleeniu, ze elektron w atomie wieloelektronowym
porusza s w sferycznie symetrycznym polu elektrostatycznyothpdacym od
jadra i od pozostatych elektronéw. W ten sposob zaigaie wielu ciat zostaje
zredukowane do problemu jednego punktu materialn®goszajcego s w za-
danym polu sit. Zalzenie o sferycznej symetrii tego pola okazugevginiektérych
przypadkach bliskie rzeczywisid.

W omawianym modelu sferycznie symetryczne poletgtekne, wytworzo-
ne przez ujemnie natadowgrhmue pozostatych elektronéw, ekranuje tadunek
jadra, w wyniku czego ten wybrany elektron porusza \8i polu o potencjale

ze’
V(r) - 47

+ ¢(r) . Pierwsza og¢ tego potencjatu odpowiada za oddzia-
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tywanie z pdrem, a funkcja¢(r) opisuje oddziatywanie elektronu z reseiek-
trondw.

ZADANIE

d
Pokazé, ze funkcja ¢(r) jest dodatnio ok&ona. Pokaza ze d—¢ - 0,
r

gdyr - O.
Pokazé, ze dla dostatecznie dych odlegtdéci od jadra, potencjaN(r)
2

powinien przechodziw —

AT

Odrebnym zagadnieniem jest znalezienie funkq}(r) modelupcej od-

dziatywanie wybranego elektronu z chmysozostatych elektronéw. Za chwil
wrécimy do tego problemu.
Na razie jednak zakbny, ze znamy funkgj ¢(r) i sprawdmy, co mana

juz na tym etapie powiedzieo rozwhzaniach réwnania Schrédingera dla wybra-
nego elektronu

2 2
_ a2
2m, A7,y

+ ¢(r)}w(r,0,¢) = EW(r,0.9).

W modelu, ktéry przylismy, potencjat zachowat symetrsferyczn, czyli
mamy od razu

W(r.6.4) = f(r)Y.(6.¢),

gdzie funkcja f (r) winna spetniaréwnanie (por. rozdziat 7)

{ n? ii(ﬂi) L +21) zZe’ +¢(r)}f(r): Ef (r).

2m r®dr\ dr 2myr ATE N

Dla znalezienia funkcji¢(r) musielibymy zna przestrzenny rozktad ta-

dunkéw ujemnych zwizanych z pozostalymi elektronami. Wyohrgy sobie na
chwile, ze oddziatywanie medzy elektronami jest wytzone, czylize kazdy elek-
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2
. : € . , .
tron jest zanurzony w polu o potenqaie4— , CO jest ro(wnowane zatdgeniu,
TIE

of
7€ ¢(r) =0.

ZADANIE

W jaki sposob "ustawisie" elektrony w takim fikcyjnym atomie?

Rozwigzanie:

Dla kazdego elektronu obowzuje identyczne réwnanie Schrddingera

2 ze? _
{_ oam " amy }P(n 4:0)=E5.8.0)

czyli elektrony zajmowatyby takie same ,pozycjedkie s przewidziane dla elek-
tronu w jonie wodoropodobnym. Konstrukcja powtokeléronowej wymagataby
jeszcze tylko uwzghdnienia zakazu Pauliego:

» na poziomien =1 usadowityby si dwa elektrony (réniace si znakiem
rzutu spinu), kady opisany funkej falowa W, ,,,

+ na poziomien = 2 bytoby miejsce dla @niu elektronéw: dwa elektrony
opisane bytyby funkejfalowa W,,, i po dwa funkcjamit,,_;, W, i W,,;.

itd.

W ten sposoOb zapetniane bylyby corazsae poziomy. Wiemy j ze atom
"stara st" mie¢ mazliwie niska energe, w razie czego przenagzelektrony na ew.
wolne nizsze poziomy (z emigjkwantu pola elektromagnetycznego). Taki stabilny
stan uktadu, do ktérego atom zmierza, nazywamyestgmodstawowym.

R eReRBRY

Opisany tu fikcyjny model atomu wieloelektronowegigednej strony daje
jakosciowe wyobraenie o strukturze powtoki elektronowej a z drugigjze sta-
nowi¢ punkt wyfcia do zbudowania funkcj¢(r) . Mozemy na przyktad zaky¢, ze

wybrany elektron w atomie realnym "nie widzi" pakektrycznego wytwarzanego
przez elektrony lesce na wyszych poziomach (pagiamy z elektrostatykize np.
wewntrz natadowanej sfery pola nie ma), czyliava dla tego elektronu funkcja

¢(r) opisuje ekranowaniegira przez elektrony o energiachzsdych od energii
tego elektronu, ktéry rozwamy. Budow powtoki elektronowej prowadzimy i
(w wyobrani i na papierze) od najrszego poziomu, kolejno rozmieszegaglek-
trony i uwzgkdniajac za kadym razem ekranowaniedra przez elektrony umiesz-
czone wczéniej. Rzut oka na diagramy przedstawis gstosci tadunkow w
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chmurach elektronowych (rozdziat 7) pozwala zobécigk grubego przyhtenia
dopuszczamy sizaktadagc sferyczi symetre tego ekranowania.

Zaktadamy wic, ze kazdy kolejny (powiedzmy:K -ty) elektron zastaje pole

ze?  (k-1)¢

+
4rE,r  ATES
réwnania Schrédingera nie stanowi problemu) a ursEmnie kolejnych elektronéw
nie zmienia konfiguracji przestrzennej elektronéstawionych wczéniej.

Dla poprawienia wyliczonych opisanym #@j prymitywnym sposobem
funkcji falowych stosuje sirézne metody. Ména na przyktad obliczyodpowia-
dajacy tym funkcjom i éredniony po ktach rozktad gstcsci tadunku i w polu po-
chodzcym od takiego sferycznie symetrycznego rozkladiumiéw znajdowé
poprawione funkcje falowe elektronéw, poczytapd elektronow lecych najbli-
z€j jadra a kaczac na peryferyjnych. Jeli wielokrotne powtdrzenie tej operaciji
doprowadza do funkgcji falowych, ktérezjumie zmieniaj si¢ wyraznie przy kolej-
nych krokach, to na og6t okazuje,ste obliczone funkcje falowe i odpowiadeg
im wartaici srednie energii g zblizone do rzeczywistei (metoda Hartree).

Na osobne omdwienie zastugumetody wariacyjne. Na wstpie roz-
wiazmy zadanie:

opisane potencjatem (wida¢, ze rozwhzanie stosownego

ZADANIE

Rozwaamy ukiad fizyczny z operatorem Hamiltorkd . Niech widmo tegp
operatora tdzie E;, E,, E,,.... Wartai¢ energii E; odpowiada stanowi pog-
stawowemu.

Rozwamy rzeczywisty funkcjonat okéony w przestrzeni Hilberta

F(| LP>) =<LIJ‘I—AI‘LIJ>. (Kazdemu wektorowi|LIJ> przypisana jest rzeczywigta
liczba <W‘|—A|‘W> .) Ograniczamy gido unormowanych Wektor(’)\}\H—'> . Pokaza,

ze przy takim ograniczeniu funkcjonat ten ma minimdta wektora| LIJ1> odpo-
wiadapcego stanowi podstawowemu.
Pokazé tez, ze w ramach podprzestrzeni ortogonalnej do wektdl@,

rozwazany funkcjonat ma minimum dla wektobe2> itd.

Rozwigzanie:

Dla wektora| LIJ1> opisupcego stan podstawowy uktadu mamy

F(lw,)) =<wl\ﬁ\wl> =E,
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Dla kazdego innego unormowanego wekt41Ha?> =>C | LIJ,> mamy z4&
i=1

FW) =2l & > X (el e) = B Xk = .= F(w).

i=1

F(|w)) > F(w))

Na tej samej zasadzie wektb‘d"z> realizuje minimum funkcjonatu w pod-

przestrzeni ortogonalnej do wektdr‘d’l> , itd.

R eReRBRY

Prawidtowa¢, ktdra opisalémy w zadaniu, pozwala na odnajdywanie przy-
blizen wektoréw wiasnych operatora Hamiltona. Najpierwema w przestrzeni

Hilberta odszuk&wektor minimalizugcy funkcjonat F(| lP>) . Bedzie to na pewno
stan podstawowyi lP1>. Nastpnie wérod wektoréw prostopadlych do wektora
|W1> szukamy wektora minimalizagego ten sam funkcjonat.eBzie to wektor

|LP2>. Teraz z kolei, ¥rod wektorow prostopadtych dbl—'l> i |LP2> szukamy

minimum funkcjonatu itd. Zakgony tu program wcale nie jest fatwo zrealizéwa
Wektoréw minimalizugcych rozwaany funkcjonat szukamy wszak w nieskae-
niewymiarowej przestrzeni. Realizacja programu wyganazybkich komputeréw i
zrecznych programistow, ktdrzy muszaprojektowd taki schemat poszukivia
aby komputer mdiwie szybko znalazt funkej minimalizupca wartcs¢ sredni
energii (w praktyce zywa sk reprezentacji poten dla wektorow i operatoréw,
czyli wektory reprezentowane $unkcjami zmiennych przestrzennych a wéeto
srednie g odpowiednimi catkami po tych zmiennych).

Jezeli opisan wyzej meto@ stosuje s do atomu wieloelektronowego, to w
roli operatora Hamiltona powinien wygi¢ operator, ktéregoayjemy pisac row-
nanie Schrodingera z pierwszego zadania w tym ialedAV praktyce stosujecsi
uproszczenia poleggje np. na tymze poszczegolne elektrony uieask za zanu-
rzone w sferycznie symetrycznym polu elektrycznym.

Rozwizujac rownanie Schrodingera dla atomu wodoru analizémgl za-
gadnienie degeneracji pozioméw energetycznych. nefak oddziatywania elek-

tronu z pdrem jest proporcjonalny dd = co skutkuje degeneracpoziomow

energetycznych ze wazglu na liczle kwantows | . W przypadku atomu wielo-
elektronowego, ekranowanie tadunkadia przez tadunki elektronéw, chogiy
nawet z dobrym przybieniem byto sferycznie symetryczne, tamie wspomnian
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wyzej symetr¢, co z kolei usuwa degeneracjezeli na razie pomigt bardziej sub-
telne efekty, to naley oczekiwd&, ze poziomy energetyczne atoméw wieloelek-
tronowych numerowaneeta dwoma liczbami kwantowymi: gtéwinn i parame-
trem | , czyli ze degeneracja energii wedem parametrd zostanie usunia.

Odnosi s¢ to do sytuacji, kiedy mamy do czynienia z elek&iwndodanym
do jonu, ktérego powloki elektronowa siam znane. Pozwala to obli¢zksztatt
chmury elektronowej ekramgej jadro, czyli ksztalt potencjalu efektywnego, za-
stanego w jonie przez wspomnianyasydodawany elektron.

Dodatkowego wyjgnienia wymaga sens parametfu w takim przypadku.
Pamgtamy, ze rozwhzujac zagadnienie atomu wodoru zdefinioaly gtdwm
liczbe kwantowy jako N =n, +| +1, gdzie liczban, decydowata o iléci we-
ztow radialnej funkcji falowej. Okazujeesize podoba klasyfikacg mazna wpro-
wadzic w przypadku opisu elektronu porusgaggo st w polu potencjatu efektyw-
nego: liczban, réwna jest iléci weztéw a liczban =n, +| +1 ogranicza od
gory dopuszczalne waic parametrul : dla danegon, parametrl maze przy-
biera wartdsci | =0,1,..,n— 1, czyli zamiast jednego poziomk,,, mamy n
poziomoéw odpowiadagych wszystkim dopuszczalnym dla danegowartasciom
kwadratu orbitalnego momentgqu. Klasyfikacja ta ponfana jest w taki sposob,
aby przy stopniowym (czysto fikcyjnym) wagdzaniu oddziatywania railzy elektro-
nami, ich funkcje falowe przybraty postéunkcji wodorowych odpowiadagych
danym wartéciom parametréwn,|,m a poziomy energetycannyI dla danego

N iréznych | zbiegty s¢ do poziomu wodoropodobnedn,, .

Okazuje si, ze poziomy energetyczne odpowisdt® (przy danej wartoi
parametrun) wyzszym wartéciom Kretu orbitalnego I2a wyzej, co pokazano na
schemacie.

[=n-1

*|\|u\.
S ~ N

~
|

Warto wiedzié, ze opisane tu rozszczepienie poziomoéw w atomachowiel
elektronowych mge by tak due ze niektére poziomy odpowiad@ie nizszym
wartasciom N leza wyzej od niektérych pozioméw przypisanych aggym war-
tosciom N (patrz diagram).
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n=1
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Jest tak na przyktad w atomach potasu, wapnia,aZngethke innych, oz-
szych pierwiastkach, co prtedzic mozna na podstawie parszej tabeli, ktora
obejmuje pierwszych 40 pierwiastkéw tablicy Mengmhe.

W tabeli warto te zwrdcié uwag; na gazy szlachetne (liczby atomowe 2, 10,
18, 36), ktére w ostatniej powloce zawigragiem elektronow.

W naszej tabeli nie wygbuja momenty pdu wyzsze, nk 2 (poziomyd ).
Poziom f wystpuje po raz pierwszy dopiero w 58 Ce (cer).284e momenty

pedu, tzn.l =4 5,...w ogdle w stanach podstawowych nie wpsia.

Jak ju wspomniano wiej, energia emitowanych przez atom fotonéw réwna
jest r&nicy poziomow energii elektronu w atomieeahzy ktérymi elektron dokonu-
je przefcia, co pozwala na precyzyjndoswiadczalm weryfikacg teorii. Nie
wszystkie jednak prz&jia @ dopuszczalne i nie wszystkig fednakowo praw-
dopodobne. Obliczanie prawdopodatstv przegé nie jest maliwe w ramach pre-
zentowanego tu stacjonarnego opisu. Konieczneuwsgkdnienie oddziatywania
elektrondéw z zewgtrznym polem elektromagnetycznym, czykgmiecie do potkla-
sycznych metod opisu (pole elektromagnetyczne zemme traktowane jest jako
klasyczne pole opisane réwnaniami Maxwella), allmoetektrodynamiki kwanto-
wej. Dopiero w ramach tych teorii mea wyja&ni¢ réznice prawdopodobiestw
przegé migdzy r&znymi poziomami a tale wskazé przegcia zabronioneréguty
wyboru).

Kolejne istotne modyfikacje pojawiajsie, gdy przejdziemy do relatywistycznego
opisu oddziatywania elektronu z polem elektromagretym. Znika woéwczas de-
generacja poziomow energii wegdem parametrd : nawet w atomie wodoru po-
ziomy odpowiadajce danej wart&i gtéwnej liczby kwantowejn s roz-
szczepione nan podpoziomow odpowiadagych wartéciom | =0,1,...,n—1
(tzw. struktura subtelna). Dalsze rozszczepienie poziomOw otrzymamy po u-
wzglednieniu energii oddziatywania momentu magnetycznelg&atronéw z bardzo
stabym momentem magnetycznysia (tzw.struktura nadsubtelna).
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Konfiguracje powtok pierwszych czterdziestu pierwiatkow
tablicy Mendelejewa

n=1| n=2 n=3 n=4 n=5

=
(7]

2s2p | 3s3p3d [4s4p4d | 5s

1H

2 He
3 Li
4 Be
5B
6C
7N
80
9F
10 Ne
11 Na
12 Mg
13 Al
14 Si
15P
16 S
17 CI
18 Ar
19 K
20C
21 Sc
22 Ti
23V
24 Cr
25 Mn
26 Fe
27 Co
28 Ni
29 Cu
30 Zn
31 Ga
32 Ge
33 As
34 Se
35 Br
36 Kr
37Rb
38 Sr
39Y
40 Zr
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SKEADANIE
MOMENTOW PEDU

Rozwamy uktad fizyczny, dla ktérego daesokresli¢ dwa momenty gdu. Maze to
by¢ na przyktad uktad dwoch ggtek, z ktorych kada ma "swoj" orbitalny momentegu,
albo jedna czstka, dla ktérej oprocz orbitalnego momentay okrélony jest spin. Juw
fizyce klasycznej sytuacja taka upowa do zadania pytania aczny moment gdu catego
uktadu. W rozdziale tym pokamy, w jaki sposéb zadajezdb pytanie w mechanice kwan-
towej i jaka jest na nie odpowizd

W obydwu wymienionych wiej przypadkach uktad opisany jest w przestrzent Hil
berta ledacej iloczynem tensorowym dwéch przestrzeni:

*  w pierwszym wypadku mamy iloczyn dwoch konfigwijagch przestrzeni Hilberta
H,OH,,

*  wdrugim z&iloczyn przestrzeni konfiguracyjnej i spinowkj L1 S (por. rozdziat
8).

W kazdej z dwdch przestrzeni natgych do paryH, J H, lub do paryH [ S

dziata odpowiedni operator momenttdp.
Rozwamy wiec dwie przestrzenie Hilbert#\ i B oraz dziatajce w nich niezalme

operatory momentugpolu jlxyz i ijyz . Sktadowe tych operatoréw spehaiajtasciwe dla

operatoréow momentugpu relacje komutac

’Jx ,Jlj] =ig,d, |
[3,.3,] =63,

przy czym oczywécie

A A

jx,sz]EO.

IW tym rozdziale bdziemy konsekwentnie stososvieonwencg 7 = 1.
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Tworzymy przestrz& ALl B i w niej definiujemy operatoryj = jl + jz, czyli
operatorij = jlx + j2x' jy = jly + jzy, jz = jlz + jzz. Operatorj1k + jZk dziata
na Wektory| a> 0 |b> (gdzie| a> OA, |b> [1B) w spos6b nagpuijacy:

(3 + 3, ) @) O[b) = (/@) O|b) +|@) O (I, |b))

tatwo pokazé, ze operatoryj s operatorami momentwggu.

ZADANIE

Pokaza, ze operatoryjlz, jzz jlz [ jzz komutup kazdy z kadym.

Z twierdzenia udowodnionego w zadaniu wynika,w przestrzeniA [ B musi ist-
nie¢ komplet wspdélnych wektoréw wiasnych operator(’alﬁ, JZZ, J, i J,,. Sato oczy-

wiscie Wektory| Jis ml> O | j2,m2> = | > Mamy bowiem

j12|>: (i+7) ),
L) =5 +1 ).
| y=m| ),
L )=ml| ).

Jak wiemy, operatoryif i jlz s zdegenerowane: kdej wartgci wkasnej j1 od-
powiada na przyk+a((2j . T 1) wymiarowa podprzestraeprzestrzeni A, w ktorej wszyst-
kie wektory g wektorami W’rasnymijf do tej samej wartei wiasnej jl(j1 +l) . Dopiero
dofaczenie komutujcego z jf operatoraj12 usuwa degeneragcjwe wspomnianej pod-
przestrzeni operatori1Z wybiera jednoznaczniéZj1 +1) swoich wektoréw whasnych do

wartcici whasnychm = = j,,..., j,.2 Podobnie jest z paroperatorowJ? i J,, w przes-
trzeni B.

2 To ostatnie stwierdzenie jest fuéste. Zauwamy, ze np. w reprezentacji poten operatory
orbitalnego momentuegplu dziataj tylko na zmienne &owe. Funkcja falowa odpowiadap

wektorowi ‘ J m> winna by okreslona w trzech wymiarach, powinnaegitakee zalee¢ od
zmiennej radialnej. Wynika z tegze w tym przypadku nawet ustalenie wacicobydwu pa-
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Ustalamy wartéci wlasne operatorowd? i J2: jl(j1 +1), jz(j2 +1). Tym sa-
mym w A wybralismy (2jl + 1) wymiarowy podprzestrzea w B wybralismy (2j2 + ZI)
wymiarows podprzestrze W przestrzeniA[l B wybralismy wiec (2jl +ZI) (2j2 +ZI)
wymiarowg podprzestrze Wszystkie wektory tej podprzestrzeni wspolnymi wektorami
wiasnymi operatorc')wjl2 [ jzz do wartdci wlasnych — odpowiednio —jl(j1 +1) oraz
jz(j2+1). Omawiana podprzestizgest oczywicie rozpéta na wspomnianych g

wektorach| jLm) 0 | jz,m2> dla

M ==yl
M, ==Jz0l

bedacych wspdélnymi wektorami wtasnymi operatoréﬁf, jz, jlz i jzz. Komplet tych
wektorow nazwiemystara baza.

ZADANIE

Pokazé, ze czworka operator(’)vxjf, jzz jz, jz komutuje (kady z kadym).

ZADANIE

Pokazé, ze operatoryj2 i jz wymienione w poprzednim zadaniu dzigtayew-

natrz (2] . T 1) (2j2 + ]) -wymiarowej  przestrzeni  rozgej na  wektorach

|j1’ml>D|j21m2>-

Rozwigzanie:

Dla operator(’)wjlz, 522 i jz dowdd jest trywialny.
Dla operatora jz sprawa si wyjasnia po jego przedstawieniu w postaci
J2=J2+ 32427, J,,+(J.,J,. +J_J,,). Definicjc i wiasndici operatoréwd, i J_

mozna znaléé¢ w rozdziale 6.

sReeeeReY

rametréw(j ,m) nie wybiera jednoznacznie wektora w przestrzetheita, skoro jego po-

tozeniowa funkcja falowa me by jeszcze pomnmna przez dowolnfunkcje zmiennej ra-
dialnej.
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Z twierdzeh dowiedzionych w powsszych dwoch zadaniach wynikze w wybranej
wczeniej przestrzeni  degeneracji operatorévxill2 i Jz2 musi istni¢ komplet

(2jl +1) (2j2 +]) wspéinych wektoréw wiasnych operatoréd?, J2,J2,J,. Ten

komplet wektoréow nazwiempowa baza. Naszym celem jest znalezienie wektoréw nowej
bazy, czyli obliczenie wspofczynnikéw rozwgoia wektorow nowej bazy w starej bazie
(tzw. wspotczynnikow Clebscha-Gordan3. W wybranej podprzestrzeni degeneracji ope-

ratorow j12 [ jzz mamy ju jedm baz ztozon z Wektor(’)w| J1s ml> N | jz,m2> . Bazata
przypisana jest operatorouﬁf, 522 jlz i jzz. Teraz wybraimy inm, czwork; operatorow
jf jzz jz, jz, ktére wybion inna baz; w omawianej podprzestrzeni (a dokladniej: opera-
tory jz i jz w inny sposob usundegeneragj pozostawion przez operatoryjl2 i 522 po
ustaleniu ich dwoch wargoi wlasnych, ni uczynity to operatoryjlz i jzz).

Poszukajmy wic wspdlnych wektorow whlasnych operatoréifﬁ, jzz jz, jz zawar-
tych w przestrzeni degeneracji operatoréif i jzz do wybranych wartei wtasnych
jl(j1 + 1) i jz(j2 + 1) . Pierwszy z tych wektoréw odgadniemydiie nim jeden z wekto-
row starej bazyi Jis J1> 0 | I jz> , ktéry okazuje si rowniez by¢ jednym z wektoréw no-
wej bazy.

Sprawdmy to. Oczywicie jz| J1» J1> O | J2s Jz> =(J.*] 2)| vl ]> 0 | J o] ;

4 operatoremj2 jest trudniej:

3731,y O iov i) = (32 3 i i) O 20 12)
=[32+32+23,3, + (3,3, +3.3.)] 1,900 1)
=[G+ D+ iaia* D+ 21,0 ,% G140 90§00 )
=(iy* i) (Ja* 1o # D 0 i i y.

Sprawdzilsmy wiec, ze wektor | I1s 11> D | I jz> jest wspdlnym wektorem wia-
snym operatoréwjlz, jzz J2, jz do wartdci wkasnych — odpowiednio —jl(j1 +1),
jz(j2 +1), (Ju+ 100+ 1,+D), j, + ],. Wektory nowej bazy zapisujemy zwykle
symbolem‘jl,jz,j,m> albo w skrécie‘ j,m>. W naszym przypadkuj = j, + J,,
m=j +j,.

3 Procedura ta nosi robacmazw sktadania momentéw gdu.
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Znalezlismy wiec pierwszy wspétczynnik Clebscha-Gordana. Skoroieow

i o da Joria* §2) =100 0] 20 3,
to odpowiedni wspéiczynnik Clebscha-Gordana, czyloczyn skalarny wektora
‘ J1s J1> u ‘ J2s Jz> przez Wektor{ Jodardit oot 2> wynosi 1.

Wspotczynnik C-G jest iloczynem skalarnym wektot@ej bazy przez wektor nowej

bazy . W podscznikach mana spotka kilka réznych oznaczé dla tych wspétczynnikéw,
np.:

(lomu my| jm), {m,m,|jm), cin.

Odpowiednie rozwinicie ma wgc na przyktad naspujaca posta

= (e mudmy) i m)im)ofj,m,).

M==Jq]1
Mp==J3,-)2
m+m,=m

(Warto jw teraz zastanowisie, dlaczego w kadym sktadniku sumy musi zachodzi
m=m +m,, albo inaczej: dlaczego wspotczynniki c<q'1,ml, jz,mz‘ ] ,m>, dla kto-
rych ten warunek nie zachodz, ®wne zeru?)

Operatoryj+ i j_ dziatah wewmtrz rozwaanej podprzestrzeni rozjpej na wspol-
nych wektorach wiasnych operatoré@f, 522 jz i jz (nie wyprowadzaj poza & prze-

strzeh), co ftatwo sprawdzi Dziatapc wielokrotnie operatoremJ_ na wektor

‘jl, JonJit ot jz> dostaniemy wic serg 2(j, + J,) +1 wektoréw (hcznie z tym
pierwszym):

NSRRI
iz i da* i iat i2-0),

‘jl’ j2'j1+ j2'_(j1+ 12)>

w postaci kombinagji liniowych wektorow starej baizjl, ml> O ‘ Jos m2> .
Obliczymy te wektory dlaj, =1, j, =3.
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j1+ j2’j1+ 12>:|%1%>:|1!1>D|%1%>

Zanim podziatamy na ten wektor operatore&lm, musimy przypomniesobie zadanie

)
)| =i(j+2)-mmz1).

J,

il = (2= 227 )

Dziatamy teraz operatored_ na wektor|% ,%> :

G -3003.3) = 2010003 )+ FE- 30| 130l3 )
czyli

[3.4) =210 003 3 +E130[3 ).

Oznacza toze <1,0,% 33 ,%> = \/% orazze <:L:L% ,—%E ,%> = \/%

Dziatajac jeszcze dwukrotnie operatoreﬁl otrzymamy kolejne dwa wektory

\/_|1 ]>|:||2!2 \/%|11(>D|%!_%

ZADANIE

Wypisat wszystkie wspétczynniki C-G ukryte w obliczonyehech wektorach.

Wyliczylismy 2(j, +j,)+1 wektorow nowej bazy. Jest ich za mato, bo
2(j, +J,) +1 jest mniejsze od2], + (2], + I, czyli od liczby wymiaréw podprzes-
trzeni, w ktorej pracujemy. Szukamy reszty wektarow

Popatrzmy na nagzodprzestrzie z punktu widzenia operatoréz. Wszystkie wek-

tory starej bazyasprzypadkowo wektorami wtasnymi operatoﬁ@:

m) O i,my) = m,+my) j ,my 0 j ,m).
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Wida¢ std, ze najwy:sza maliwa wartai¢é whasna operatoral, w omawianej pod-
przestrzeni wynosi (J; +],) i moze by zrealizowana tylko na jeden sposdb:

Jnl=i R
Rozwaimy teraz warté¢ whasn, |, + j, —1 operatorad,. Wida: od razu ze ist-
nieja tylko dwa wektory starej bazy:

‘j1’j1_1>D‘j2'j2>- ‘j1’j1>D‘j21j2_1>

(oraz wszystkie ich kombinacje liniowe}dace wektorami wtasnymi operatord, do tej
wartosci wiasnej. W omawianej podprzestrzeni mamyomiwuwymiarovyq podprzestrze

degeneracji operatoreiz do wartdci whasnej J, + j, — 1.

Pokaemy, ze operatorj2 jest w tej podprzestrzeni wewtnzny*. Wczeniej juz po-
kazal§my, ze

5= 3 e 32420, 0, +(3,3, +3,3,).
Wida¢ teraz, ze dowolna kombinacja Wektor(’)w‘ jl,j1—1>D‘j2,j2> i

‘ J1s Jl> O ‘ Jor]o— 1> pod dziataniem operatord? przechodzi w ina kombinacg tych sa-
mych dwdch wektoréw.

Wynika std, ze operatorj2 musi mi€ w omawianej dwuwymiarowej podprzes-
trzeni kompleta baz ztozona z dwdch swoich wektorow wtasnych. Jeden z tychtamiv
potrafimy juz wyliczy¢:

jl’jZ’j1+ j2,j1+j2—1>:0"j1,j1—]>D‘j Z’j 2“_'8‘] 1’j QD‘J Zj 2_]>'
gdzie a i  to odpowiednie wspétczynniki Clebscha-Gordana.diawianym wyej przy-

ktadzie g to — odpowiednio —\E i \/%).

tatwo znalé¢ wektor prostopadly do niego naley do tej samej dwuwymiarowej
podprzestrzeni. &zie to wektor

| ) =-Aini-00]ini)+alini)Oliai-1,

4 Operator nazywamywewnetrznym w danej podprzestrzeni,zgli dziatapc na dowolny
wektor naleéacy do tej podprzestrzeni przeprowadza go w wekbwwniez nalezacy do tej
podprzestrzeni (czyli nie wyprowadza poza podprzesy.
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lub ten sam ze zmienionym znakiem.
Z tego, ze w tej dwuwymiarowej podprzestrzeni masistniec dwa prostopadie

wspolne wektory wtasne operatorc’ni/2 i jz wynika, ze powyszy wektor musi b§ wek-

torem wtasnym operatora]2 do jakiep wartcsci wlasnej. Z wilasnéci widm operatorow
momentu pdu wynika,ze musi to by wartci¢ wiasna o parametrz¢ réwnym jl + j2 -1

lub wigkszym. Warté¢ parametru | = j; + ], jest juz ,zajgta’, wigc musiataby to byjesz-

cze wkksza warté¢. Wtedy jednak operatoﬁ . Wyprowadzatby poza rozvrarg dwuwy-
miarowy podprzestrze a tatwo sprawdzj ze tak nie jest.

Pozostaje wic jedyna maliwos¢:
| >:|j1’j21j1+ j,= L.+ j2_1>-

Mozemy sad odczyté kolejne dwa wspotczynniki C-G, co pozostawiamyojakvi-
czenie.
Na Wekt0r| > dziatamy znéw wielokrotnie operatoredh. otrzymupc "drugy ko-

lumne wektorow" nowej bazy:

|j1sj21j1+j2_11j1+j2_1>’
|j1’j21j1+j2_1’j1+j2_2>’

|j1’j21j1+ j2_11_(j1+j2_1)>'

Kolejne kolumny wektoréw, dla coraz to mniejszychrtgci parametru | , buduje-

my podobnie. Na przyklad rozpoczyaajnastpna, trzech kolumre wektoréw, ledziemy w
tréjwymiarowej podprzestrzeni rozppéj na wektorach

|j1,j1_2>|j2,j2>, |j11j1_1>|j21j2_1>1 |j11j1>|j21j2_2>

szukali trzeciego wspélnego wektora wlasnego opedat jz i jz do wartgci wkasnych
odpowiednio: "nieznanej' im= j, + j, —2. Nieznany parametrj okaze si rowny
jl + j2 — 2, 0 czym przekonamy sidziatapc operatoremj+ na taly kombinacg liniowa

trzech wymienionych wiej wektoréw, aby byla ona prostopadta do ustanoyabnwcze-
$niej dwdch kombinacji liniowych: wektora trzeciegd géry w pierwszej kolumnie wekto-

row nowe;j bazy:| j,m) =| Lt ol it s 2> i drugiego od goéry w drugiej kolumnie:

|j’m>=|jl+j2_11jl+j2_2>.
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Symbole wektoréw, ktérych szukamy, ustawiaiesto w tabed o ksztalcie trapezu
wypisujac obok siebie kolejne kolumny wektoréw nowej bazy sehematu:

[+ it i)
|j1+j2'j1+j2_1> |j1+j2_lj1+j2_]>
|j1+j2’j1+j2_2> |j1+j2_1'j1+j2_2> |j1+j2_2j1+j2_3

. |j1+j2_21_(j1+j2_2)>
. |j1+j2_1,_(j1+j2_1)>
|j1+ jza_(j1+ 12)>

Wektor, ktérego poszukiwanie dyskutowane jest widiek poprzedzapym tabet,
znajdziemy w tabeli wypisany jako pierwszy w tragdiolumnie.
Wypehianie powyszej tabeli kaczymy po zamkriciu kolumny, dla ktorej

j= | - 12| , bo wtedy akurat zgadzagdiczba wymiaréw (niechj, > |,):

i1tia
2. (2i+D=(2j,+3(2,+ ).

i=h-i2

Przy obliczaniu wspétczynnikow C-G stosujemy dwienwencije, tzw.konwencje
Condona-Shortley'a ktére pozwolity na ostateczne ustalenie wanitdych wspotczynni-
kow:

1 — biorac pierwiastki we wzorach wytajacych zmiag normalizacji wektoréw
| | ,m> pod dziataniem operator(’)\A'A}_ i j+ , Wybieramy zawsze znak pRigvyrazenia pier-
wiastkowane $tu zawsze dodatnie, co tatwo spraviizi

2 — rozpoczynajc nowy (powiedzmy: K + 1-sz3) kolumre wektoréw, czyli budujc
Wektor| j,m> :| Lt -k +),- k> bierzemy go z takim znakiem, aby rgstjiacy

element macierzowy operator:iiZ byt dodatni:
<j1| jz’j1+ jz_k+1aj1+ jz_k|jz| J 1’j 2'j i J 2_k!j i+ J 2_k>>0-

Warto dwiadomic sobie potaenie wektoréw wyspujacych w powyszym wzorze w
tabeli wektoréw nowej bazy: wektor prawy, to temdrlgk ma rozpocg nowa kolumre (w

5 Por. przypis na stronie 100 oraz zadanie na sreni
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tabeli — przyktadowo podkrédony linia pojedynca), a lewy, to ten, ktéry stoi na lewo od
niego, w tym samym wierszu, wassedniej kolumnie (w tabek- podkrelony linia pod-
wajna).

Wr6¢my teraz do przyktadu, gdzie sktadaty momenty pdu j =1i | =3 . Wyli-
czylismy wspéiczynniki C-G dla pierwszej kolumny wektor6®zukamy teraz wektora

|j’m>:|j1+jz_l’j1+jz_]>:|%,%>,czyli
C Vo111 =y L L |2 L
viesim) =14 2 3= Y000 2% Zad 0l -

Znaki dobieramy z drugiej konwencji C-S:

{\E@OID(%,%I \RUJD% —} 1{ \ﬂLo 0]4,4)F \f|11>m|2, 4

52
3

czyli trzeba wzi¢ dolne znaki:

1 2
1348 =- 31002+ 2ag0fs -5

Dziatamy operatoremj_ otrzymupc

2 1
13.4-8) =~/ 21-900 2)+(JL9 0k -4

tatwo sprawdd, ze na tym koniec, poniewa

(21, + (2 + )= (200§ 2 +1) =

Nk Nlw
S~— ~—”"

Sze&¢ znalezionych wektoréw nowej bazy ama uto-
zy¢ w tabet o ksztalcie trapezu (obok). Kolumny tej tabg
odpowiadaj degeneracji wj -ach a wiersze wn-ach.

Nw ol Nlw Nlw
|
N[
~—

|
Njw
NS
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Same wspotczynniki C-G zapisuje: sv tabelach o tradycyjnym uktadzie rubryk (ni-

7€j):
1. 33 |1 3 1| 3 |j
1 2 2 2 2 2 2
R T T S R S N S N S -
2 2 2 2 2 2
1
1 2 1
1 1 2
12 3 3
1 2 f
0 2 fs 3
1 2 f
0 2 fs 3
L1 1 f
2 fs 3
1
4 -1 1
m 17,

W niektérych wydawnictwach opuszczaremerwiastki a wgc zamiast (przyktado-

wo) (—\/Zj rzeczytamy(—g)
3) P 3






ZASADA
NIEOKRESLONOSCI

Relacg, jaka zachodzi mdzy dowolnie wybranym wektorem z przestrzeni
Hilberta i dowoln, obserwaki dziatapca w tej przestrzeni, charakteryaugwie
wielkosci: wartas¢ srednia i dyspersja.lpierwsz oméwilismy w rozdziale 9.

Dyspersja zdaje sprawz "rozrzutu" wynikdw pomiaru obserwabld w
stanie| lP> . Jezeli na przyktad star|\qJ> jest prawie doktadnie wektorem wtasnym

obserwabli A do jakiep wartasci whasnej, czyli jeeli w rozkladzie
|lP> = ZC,|ai> wszystkie wspotczynnikiG sa bliskie zera lub réwne zeru
oprécz jednego wspotczynnika, ktérego modut jestadnie rézny od zera (bliski
jedynki), a wartéci wkasne operatora& odpowiadaice tym matym wspoétczynni-
kom G nie r&- nig si¢ za bardzo od warfoi wtasnej przypisanej wspotczynnikowi
bliskiemu jedynce, to powiadamye dyspersja wiellki Aw stanie|lP> jest

mata.Dysperse AA obserwabli Aw stanie| LIJ> definiujemy w nasipujacy spo-
séb:

o ((A-(A)).

gdzie obydwie wartii srednie braneasoczywgcie w stanie| LP) .

Jak ju wiemy, dla operatoréw posiadaych widmo cagte, takich jak np.
operator poteenia, zamiast numerowanych dyskretnym parametrepbhazyn-
nikow G mamy cagta funkcje LIJ(X) (funkcije falowa). Poréwnajmy dwie znorma-
lizowane funkcje falowe, ktérych kwadraty modutéwzaleznosci od zmiennejX,
mozna przedstawiwykresami
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Wartdsci srednie operatora patenia w obydwu przypadkach gdnakowe
i wynosz X,. R&ne g natomiast dyspersje: funkcja, ktorej odpowiadaylevy-

kres, daje wiksz dyspersj operatoraX , niz ta po prawe;.

Chac wiec wiedzié, jaka jest waga posiadanej informacji o wéetdred-
niej jakieg wielkosci fizycznej, musimy dodatkowo zapyta dyspersj: dwa dys-
persjaswiadczy o silnym "rozmyciu” rozwanej wielkdci fizycznej w danym sta-
nie.

ZADANIE

Udowodnk, ze AA = <A2>—<A>2 .

Z zagadnieniem dyspersji a7e sk zasada nieoznaczonosci:

Rozwamy dwie obserwableA i B. Chcemy znalg stan, w ktérym oby-
dwie te obserwable miatyby mlovie mate dyspersje.

Zasada nieoznaczofm, ktora teraz wyprowadzimy, wyia pewne fun-
damentalne ograniczenia, jakim podlegamy, prgbopzwihzaé wyzej postawione
zadanie. Okazuje gimianowicie,ze dla kadego stanq LP> prawdziwa jest nie-

rownaosé

AAAB > ‘/—%<[A, é]>2,

w ktorej wszystkie warti srednie obliczoneasw stanig W) .

Dowod:

Definiujemy hermitowski operator odchylenia édniej 5&5 A—<A>

(i podobnie dla operatoré). Utwérzmy operatorK = A+iAB, gdzie A jest
parametrem rzeczywistym, i obliczmy kwadrat skajanektora K |LIJ> (ktéry —
jak wiemy — na pewno jest rzeczywisty i nieujemny):

0< (WA -iAdB)( A +iAcB) W) = <(5A)2> +/12<(d§)2> +i([oh,cB).

Zauwamy na marginesieze z powyszego wzoru wynikaziwartas¢ sred-
nia komutatora dwdch operatoréw hermitowskich ningi albo réwna zeru albo
czysto urojona (dlaczego?).
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Prawa strona tej nierowiad jest wielomianem drugiego stopnia wadgm
zmiennejA, ktérego wyrénik z oczywistych powoddéw musi Byniedodatni, czyli
zachodzi:

(@) (2))z -3 () = Ag])

co jest réwnowzne dowodzonej zasadzie nieoznaczono
tatwo pokazd, ze dla operatoréwqnu i potazenia (w jednym wymiarze)
zasada nieoznaczaodu ma posta

i
ApAX = — .
P 2

W przypadku tréjwymiarowym identyczna zasada ohauje dla odpowied-
nich trzech par operatoréw sktadowych.

ZADANIE (wazne!)

Odnies¢ sig krytycznie do poriiszych dwéch twierdZe ktére miatyby by
konsekwengj zasady nieoznaczofw:

e Jeeli dla dwoch operatorow hermitowskichA i B  zachodz
[A, é] # 0, to dla kadego stan4W> zachodziAAAB > 0.

Wskazéwka: Czy udowodndliny, ze para niekomutagych operatoréw nig
moze mig wspoélnych wektoréw wtasnych?
 Wartas¢ iloczynu dyspersjiAAAB jest zawsze charakterystyczna dla|da-
nej pary operatoréw i nie zakeod stanq lP> , W ktérym jest obliczona.
Obydwa twierdzeniaasfatszywe!

ZADANIE

Obliczy¢ iloczyn dyspersji gdu i polazenia wn-tym stanie wlkasnym energii
jednowymiarowego oscylatora harmonicznego. Poréwaza zasad nieozna
czongci.

Wskazéwka: Obliczenia prowadzimy oczyeie w reprezentacji poren,
korzystajc z wynikow zadania na str. 57/58.

Pokazé, ze <)A(>n =0 oraz< f)>n = 0. Korzystajc dwukrotnie ze wzoru

1
fH, ==H,,, +nH,__, (przeksztatcony ostatni wzor na stronie 57)

2
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obliczy¢ kwadrat dyspersji pof@nia <)A(2>n, a znajc go i korzystajc z tego,ze

K2

+— X" i z tego,ze znamy wart& srednik tego operatora w-tym

stanie, znal& kwadrat dyspersjiquiu <f)2> .

n

Odpowiedzi:

I e R

ZADANIE

W przestrzeni Hilberta, powotanej do opisu pojed@iczstki swobodnej
poruszajcej st w jednowymiarowymiwiecie, rozwaamy zalény od czasu wektd

|t> , ktérego pdowa reprezentacja, obliczona w chviil= O, jest nasipujaca:

(p[t=0)= Ne ™" .

» Znalex¢ potazeniowy reprezentagjrozwazanego wektora stanu w chwili
t=0.

» Dobra stah N tak, aby Wektovit = O> byt znormalizowany do jedyn-
ki.

« Czy rozwaany stan jest stanem wiasnym
a) operatora polenia,
b) operatoraqlu,
C) operatora energii?
« Obliczy¢ dyspersje potzenia i gdu w chwili t = O i poréwna z zasad
nieoznaczoriai.
Wskazowka: Cakk je‘ﬁkz x2dx obliczamyjako—IB I e dx.

Do zadania tego wrocimy naheu nastgpnego rozdziatu i pragedzimy, jak

obliczone wyej parametry zmieniajsie z uptywem czasu

Rozwigzanie:

» Pola@eniowa funkcja falowa Wektor|st = O> ma postéa

=
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XZ

e arta

4o = (Xt =0 =(p(plt =0 = [e"e"ap=

» Opierajc sk na gdowej lub potaeniowej reprezentaciji Wektor|ah = O>

) 20
ustalamyze N = 4/— .
T

e Stan, o ktébrym mowa, nie jest oczywie stanem wlasnymadnego z
wymienionych operatoréw.

- (&) =ar?; (bp)"=—.
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WEKTORA STANU

Jak pamgtamy — klasyczny uklad mechaniczny opisujemy wydgiger wspétrzdne
uogélnione i rozwizujac odpowiedni uktad rowriadynamicznych dla zadanych warunkéw
pocatkowych, w wyniku czego poznajemy zab@i¢ tych wspétrzdnych od czasu.

W mechanice kwantoweajwolucja czasowastanu uktadu fizycznego opisana jest za-
leznoicia wektora stanu od czasu. Zates¢ te kontroluje réwnanie Schrédingera

. _..d
H|W(t)) = |ha| W(t)).

(Dlaczego mogiimy sobie tu pozwadi na pochods zupetrs, zamiast castkowej?)

Niech operatortj (t,to), dziatapcy w przestrzeni Hilberta,¢bzie odpowiedzialny
za ewoluog czasow wektora stanu, czyli niech

W) =U (1) (L)),

gdzie t, jest ustaloa chwila czasu (nie ograniczgj ogdindci rozwazan mozna zawsze
potozy¢ t, = 0). Podstawiajc do réwnania Schrodingera otrzymujemy

HU (t,t,) W(t,)) = ih%d(t,toﬂ W(t,)) .

Szukamy uniwersalnego operatdria, czyli takiego, ktéry poprawnie odtworzy ewo-

lucje dowolnego wektora w przestrzeni Hilberta. Operdtbrpowinien wic spetnig row-
nanie operatorowe

d

—U(t,t,).
o (t,ty)

HU (t,t,) =in

(Jak naley rozumiet pochodr operatora po czasie?)
Formalne rozwizanie tego réwnania zapiszemy w postaci (zaktadamylamilto-
nian nie zalgy od czasu)
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Lj(t,to) _ e‘;(t—to)H

ZADANIE
Potraktowé powyzszy formalny zapis operatoralj jako sumg szeregu
. ° 1 i D NN :
uU(t,t,) = ZF —E(t —tO)H i sprawdzt, ze jego dziatanie na dowolny (czyli nle-
k=0 K-

koniecznie stacjonarny) stan w przestrzeni Hilbestzicty w chwili t,, jest zgodne z vgj
sformutowan definicja operatora ewoluciji.

ZADANIE

Pokaza, ze operatolJ jestunitarny, czylize U*U =UU* =1 .
Pokazé, ze operator unitarny (kay) nie zmienia normy wektora, na ktéry dziata.

ZADANIE

Pokazé, ze rownanie Schrodingera jest réwnawa nastpujacemu catkowemu row
naniu

A

U(t.t,) = F—%j H(t)U(t',to)dt'.

(Tu operator Hamiltona nie jawnie zalge¢ od czasu.)

Zaprezentowany wgj (i w poprzednich rozdziatach) sposéb opisu egjokzasowej
nazywamyobrazem Schrddingera Pokaemy terazze ewolucg czasow maozna opisé w
zasadzie na nieskozenie wiele sposobdw, z ktérych trzy stosowanev praktyce i maj
swoje nazwy.

OBRAZ HEISENBERGA
W przestrzeni Hilberta (i nie tylko) oboaviuje ogdlna zasada:zeli wszystkie wek-
tory poddamy dowolnemu unitarnemu przekszta+cefni),|—> O| > a wszystkie operatory

przeksztalcimy wg przepisuA - 6A6+ (tzw. transformacja podobienstwa), to nie
ulegap zmianie iloczyny skalarne wektoréw (w szczegétimie ulegaj zmianie normy

wektoréw) oraz nie zmienigjsie liczby postaci<L|JW<D>. Dowdd jest trywialny. Réwnie

tatwo mazna pokazé, ze transformacja podohistwa nie zmienia widm wartoi wiasnych.
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Poniewa iloczyny skalarne wektoréw i elementy macierzoywemtoréw (w szczegoélho —
ich wartagci wlasne) s jedynymi liczbami, ktore rzutajna wyniki pomiaréw, mzemy w
przestrzeni Hilberta wykogadowolne przeksztatcenie unitarne i uzyskany w ¢posob
nowy formalizm lgdzie réwnie uprawniony.

Przejcie doobrazu Heisenbergapolega na dokonaniu przeksztatcenia (wektorow i

A

wszystkich  obserwabli) za pompc operatora O wybranego w postaci
2 A -1 ~ A +
O= [U (t,to)] =U(t,,t) = [U (t,to)] dla dowolnegot,, na przyktad dlat, = 0. Po

takiej operaciji, Wektor)}lP(t» , Opisupce stany w przestrzeni Hilberta, przestzgqleze¢ od

czasu i przybierajposta taka, jaka mialy w chwili t = O (indeksySi H oznaczaj — od-
powiednio — obrazy Schrédingera i Heisenberga):

(1)) =[W(t)) ~ UOB[W(t) =[¥(0) =[¥),,
natomiast obserwable s{aic na ogot zalene od czasu:
A=A - U(0)AU0= A,

W przypadku, gdy operatdrfl nie zaley od czasu powysze wzory zapisuje scze-
sto w rGwnowanej postaci

9). - &), ="

A A A

A= e';lflt o e—';lflt _
As - e A A,

ZADANIE

Pokaza, ze I-A|H = |:|S. Jak mana wyodgbni¢ klax obserwabli, dla ktorych zachp-

dzi A, = Ay?

ZADANIE

. d
Uzupent r(’)wnanielha| LP>H =..., czyli napisé rownanie Schrddingera w obra-

zie Heisenberga.

Rezultat, ktdry otrzymamy, skioni nas do poszukijakiega innego réwnania, ktone
przejmie obowizki rownania Schrodingera gfizie odpowiedzialne za opis ewolucji czaso-
wej w obrazie Heisenberga. Znatdo réwnanie.
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Wskazéwka: W obrazie Heisenberga zat#¢ od czasu przenosiest wektoréw star-

nu na operatory. Natg wigc zbadéa pochodr i obliczory dla dowolnej obserwal|

dt

A

A, w obrazie Heisenberga.

OBRAZ ODDZIALYWANIA

Czasami zdarzaeize Hamiltonian (w obrazie Schrédingera) jest sutwéch opera-
toréw: "zwyktego", to jest takiego operatold,, dla ktdrego ju wczesniej rozwizalismy
réwnanie Schrodingera i ktéry powoduje ewodugie kryjaca przed namiadnych tajemnic,

i pewnego operator)n? opisupcego jakié¢ dodatkowe (zwykle stabe) oddziatywanie mody-
fikujace dobrze znay standardowewolucg czasow. W takich przypadkach warto usiére
opisu t nieciekawy cze$¢ ewolucji czasowej a skupisie na ewolucji generowanej przez

operator\7 . Do tego wtanie sty obrazoddziatywania (interakcji , Tomonagi). Przejcie

A~ LA
od obrazu Schrédingera do tego obrazu realizujgmeyatoremO = €” i

WD), - (), =e (D),

(operatoré jak gdyby kasujegtnieciekavg czgs¢ zaleznosci czasowej wektora stanu),

i~
ot A ——Hgt

A~ A=eAer

ZADANIE

Szukamy réwnania Schrédingera w obrazie oddziatjavan
Ponizszy rachunek i jego rezultag atszywe. Znalgé blad i przedstawd poprawne
wyprowadzenie.

o), =i | e o10)

inS|w) =in | e
't

- m%[ ;”°te‘;(”°+v)t\ w(o)ﬂ . ih%[e_’yt‘ w(o)ﬂ =Ve "' W(0) =V|w),
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(Przyjmujemy,ze jezeli operator nie jest opatrzony indeksétriub I, to znaczyze
jest w obrazie Schrédingera.)

Poprawny wynik jest nagbujacy: ih%|w>l =\7| |LIJ>I .

Definiujemy operator ewolucji w czasie w obrazielpidtywania

(1), =0(tt) w(to))

Czy z wyprowadzonej w zadaniu postaci rownaniar&tihgera w obrazie oddzialy-
wania wynikaze:

G(t,to) = e_i?\]' (=),

Na osobne omowienie zastuguje przypadek, gdy wsmomnvyzej dodatekV do

operatora Hamiltona jest "maty” w poréwnaniut,. Okrelenie "maty” w stosunku do

operatora mze budzé watpliwosci, ale chodzi tu o przypadki, gdy operator tensaf@ sta-
be, dodatkowe oddziatywanie, ktore #na pominé¢ w najnizszym przyblieniu. Niech za
"matos¢” operatora tego oddziatlywania odpowiada paramietrczyli niech operator ten ma

w obrazie oddziatywania poéta/]\?, . Z rownania Schrédingera w obrazie oddziatywania
dostajemy od razu (por. zadanie na str. 144)

A

Gltt)=r-A" jv )0ttt

Réwnanie to ma formalne rozgianie iteracyjne w postaci szeregu

- . 2t v

U(t,t,) =1 +A( jjv )t +/12( ) [V ()] [V ()t [dt+...,
to to

ktéry m oz e (bo nie musi) kyzbiezny.

Powracamy do obrazu Schrddingera.

ZADANIE

Na kaicu poprzedniego rozdziatu rozwalismy zadanie, w ktérym odpowiedzie-
lismy na kilka pyta dotycacych gaussowskiego pakietu falowego,adghego w chwil
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t =0. Teraz maemy przéledzi, co kedzie st dziato z tym pakietem, gdy czagdzie
ptynat.

* W szczeg6Ingri, odpowiedzmy na pytanie, w jaki sposéedbie s¢ z uptywem
czasu zmienia dyspersja polzenia i gdu. Odpowied na to pytanie jest jakoiowo r&na
dla pzdu i dla potaenia. Wskazaprzyczyr tej asymetrii.

» Czy wraz z uptywem czasu zmienia sbrmalizacja wektora stanu?

Rozwigzanie:

* W obrazie Schrodingera za zates¢ wektora stanu od czasu odpowiada unitarny

—i(t—t H

operatorU (t,t,) =e " , czyli w naszym przypadkut§ = 0)

a2
Skoro jednak cgstka jest swobodna, czytl = Zi , to dyspersjagu nie kedzie se
m

zmienia z uptywem czasu. Mamy bowiem (por. rozdziat 12)
(8)” = (t[p%[t) - ((¢]plt))’
i p p2 I p 'p 2
<t—0|eh2m Aze h2m|t— > [<t—qeh2m pe hZT‘I|t—C>J .

Wyrazenie to nie zaley od czasu, bo zaréwno operator kwadratdup jak i operator
pedu komutuj z operatorem Hamiltona gztki swobodnej, czyli eksponenty wiadym ze
sktadnikéw znosz sic. Dyspersja gdu nie zaley od czasu.

Operator potgenia nie komutuje z Hamiltonianem; spodziewamyskc, ze dysper-
sja polaenia kzdzie s¢ zmienia z uptywem czasu. Obliczmy paieniowy funkcje falowa w
chwili t:

i p? ip?

(x[t) = (x| B plt) = (x| ) pe |t =0) = (x| )| e =0

|p too |p

=(xpje = plt=0)= g T e e vap
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a 1 NG
=4 eX

2 - - :
2m” |, it 4h2(a L )
o o

Warto sprawdd, ze wymiar tej (jak i kadej innej potaeniowej) funkcji falowej
okreslonej w jednym wymiarze przestrzennym wynosi jedad pierwiastek z metra (dlacze-
go tak powinno b§?).

Wida¢ wyraznie, ze dyspersja pof@nia kedzie rosta z uptywem czasu. Obliczmy bo-
wiem rozkfad gstasci prawdopodobigstwa znalezienia @gtki w r&znych punktach ost:

=Y(x t).

‘W(x,t)‘zal 02 ! exp —x> a
27h t2 t?
at+ L on? a?+
AmPh? A i

W miare uptywu czasu, wspotczynnik prz)(2 w wyktadniku eksponenty maleje, co
swiadczy o wzrécie dyspersji potzenia.

Wynik ten jest tatwy do zrozumienia:

Czastka opisana wybranym przez nas wektorem stanusjgsbodna, czyli ¢d (a
wiec i jego rozktad) powinien lyniezmienny w czasie.

Z drugiej strony, skoro mamy pewien rozktagdpw (a nie jeden oké®ony ped), to
wraz z uptywem czasu nasza niepe$inco do potgenia castki powinna rosgt: w chwili

2
poczitkowej castka jest “jako-tako" zlokalizowana przez rozk}}z&H(X,O)‘ ale w miag

uptywu czasu wingimy mie¢ coraz mniejsze pegie o potaeniu castki, bo — nie znajc
pedu — nie wiemy, jak daleko mogta zaletie

* Przez bezpwednie wyliczenie mina si przekona, ze
“‘P(x,t)‘zdx =1.

Wynik ten byt jednak do przewidzenia bez takiegchtaku. Na pocttku (zadanie w

+o00 2
poprzednim rozdziale) dopilnowétiy, aby HW(X,O)‘ dx = 1. Skoro wec ewolucja wek-

—00
tora stanu realizowana jest operatorem unitarngmptma wektora nie nze st zmienig& z
uptywem czasu.

sReeeeeBBBeY
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Jak pamitamy z mechaniki klasycznej, w ramach zagadnienialueji uktadow fi-
zycznych stawia siproblemcatek ruchu, tj. wielkosci dynamicznych statych podczas ewo-
lucji. W rozdziale 9 pokazdliny, ze wartdgci srednie operatoréw nie zakeych jawnie od
czasu i komutujcych z Hamiltonianem, nie zate od czasu, jeli za dynamik stanéw, w
ktorych obliczane ste wartdci $rednie, odpowiedzialny jest ten Hamiltonian. Opemnat
takie (doktadniej: wielkéci fizyczne, ktore & za nimi kryh) mazna wic nazwé catkami
ruchu w odniesieniu do uktadu fizycznego, ktéregmlecja opisana jest danym Hamiltonia-
nem.

Pamgtamy, ze zagadnienie catek ruchu — popriwierdzenie Noether— wiazato sg
w mechanice klasycznejsymetria, jaka wykazywat rozwaany uktad dynamiczny. Zasada
ta przenosi sido mechaniki kwantowej. Oméwimy teraz to zagadeiera przyktadzie sy-
metrii translacyjnej i obrotowe;j.

Zacznijmy od translacjiSymetria translacyjna, rozwaana na poziomie mechaniki
klasycznej, sprowadzateesilo stwierdzeniaze jezeli Hamiltonian (potencjat) nie zmieniasi
przy przesuwaniu obiektu mechanicznego w ékreym kierunku, to sktadowaedu w tym
kierunku jest calik ruchu. Dokonajmy poréwnania:

MECHANIKA KLASYCZNA

Hamiltonian jest symetryczny wzglem translacji w kierunk@
= skladowa pdu w kierunkud@ jest catlg ruchu.

MECHANIKA KWANTOWA
(reprezentacja poten)

Z powodu symetrii translacyjnej potencjatu odpowiadego polu sit, jakie wytwo-
rzylismy w laboratorium (niech toedzie dla przyktadu symetria wzglem translacji w kie-
runku osix), operator Hamiltona komutuje z pochadreastkowa po zmiennej, czyli ko-
mutuje z operatoremwej sktadowej pdu p,

= wartas¢ $rednia operatorgd, jest stata w czasie (por. ostatnie zadanie w liakelz

9).

Podobnie jest symetria obrotowa. Symetria potencjatu wzglem obrotow wokot
ustalonego kierunku (ustawmy pw tym kierunku) réwnowzna jest znikaniu komutatora

b_‘; ,V(r,0,¢)} -0,

(innymi stowy: potencjat nie zatg od zmiennej@ ), czyli znikaniu komutator{lliz, I:I]
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[C.A]=0,

A

a to jw oznaczaze skladowa momentwegdu wzdhs osi symetrii jest catkruchu.

ZADANIE

Niech operatorA komutuje z Hamiltonianem i niech w chwili patizowej stan uktar

du opisany bdzie wektorem wtasnym operatové do okrglonej wartgci wiasnej.
Pokazé, ze z uptywem czasu wektor stanu tego ukladdzie chgle wektorem wial

snym operatoraA do tej samej warksi wlasnej, czylize z uplywem czasugdzie s¢ zmie-
nia¢ tylko faza wektora (jeli wspomniana wartg wtasna nie jest zdegenerowana), alkig te

wektor stanu &dzie wedrowat w przestrzeni degeneracji operatdka

ROWNANIE Cl AGLOSCI

Jak juz wiemy, za ewolugj wektora stanu w obrazie Schrodingera odpowiadgamni

-LHi(t-t)

ny operatorU (t,to) =e’ . Oznacza to w szczegOkwod warunek zachowania normy
wektoréw stanu, co zapisane na poziomie reprezgpiaozen przyjmie posta

d Y(x,t)W(x,t)d*x = 0.
t
ZADANIE

Udowodnt powyzszy wzér opieraic Sk ha ortogonalndei i zupetndci uktadu wek
torow whasnych operatora Hamiltona.

Uwaga: Funkcde()?,t) nie musi reprezentowaozwiazania stacjonarnego!

Powyzszy warunek mezemy interpretowé jako zachowanie prawdopodohstwa:
ubywanie gstadsci prawdopodobigstwa (znalezienia gstki) w jednym miejscu, owocuje jej
wzrostem w innym rejonie przestrzeni. Intuicja podfada,ze przeptywanie prawdopodo-
biefstwa z miejsca na miejsce powinno¢hgalizowane jaki "pradem prawdopodobie
stwa" wg wzoru

%\J;p(i,t)dsx:—J;Tm&

gdzie p()?,t) =¢()?,t)LIJ()?,t) a cafki rozcignicte 31 — odpowiednio — na dowain
objetos¢ V' i otaczajca ja powierzchng zamknigta 2 (minus sid, ze wyptywowi prawdo-
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podobigistwa z obgtosci towarzyszy zmniejszanie esiprawdopodobigstwa znalezienia
czastki wewnatrz tej obgtosci). Przepisu na eptas¢ pradu prawdopodobigstwa powinno
dostarczy réwnanie Schrédingera, poniewgst ono w petni odpowiedzialne za opis cza-
sowej ewolucji wektora stanu, aawii za ewolugj rozktadu prawdopodohistwa w prze-
strzeni.

Aby to pokazd, i przy okazji otrzyma przepis na ¢ptas¢ pradu prawdopodo-
bienstwa, napiszmy pof@niowa reprezentagj rownania Schrodingera i zespolone gprz
zenie tej reprezentacji

B 2
ST A V(R) (W) = 00, W(%, 1),

(%) [B(R.0) = -0, B(31).

Pierwsze z tych rowmamnazymy przez funkaj w()?,t), drugie przezLIJ()?,t) i
nastpnie drugie odejmujemy od pierwszego a wynik olmursire catkujemy po dowolnej
ustalonej objtosci V' . Otrzymamy

- i.(mw - WAW)d*x = d [Wwdx.
3 2mi dty,

Pozostaje zamiefilewa strorg na catk powierzchniow. W tym celu zauwany, ze
PAY - WAY = O ([P0 - WOP) = div(WOw - wOw)

i skorzystajmy z maiwosci zamiany catki olsjtosciowej z dywergencji na catkpowierz-
chniowa:

[divjd®x =[] s

v s

W wyniku otrzymamy

dr— h (= =\ —=
a{wwd&:—iﬁ(ww—ww)m&

co sugerujeze w rolipradu prawdopodobienstwa wystpuje wektor
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F(%,) = o

o (wiw - wi¢) .

Bez wikszego trudu mma jednak dowi&, ze div[rotA(X)] =0, gdzie A jest
dowolnym polem wektorowym. Wynika z tegge oprécz wyprowadzonego wsj pradu
T()?,t) , to samo réwnanie ggtosci spetniat ledzie dowolny pad T' postaci

j'= 7 +rotA(%,t).

Nalezy wigc znaleg jakis dodatkowy fizyczny argument za prggiem padu T(X,t)
w zaproponowanej wgj postaci. Argumentu tego dostarczégle ptaskie (funkcje whlasne
1 p

pedu). Fala plaska\/=36|h niesiesrednio jedr czstke w jednostce oljosci'. Czstki
m

te map okreslong predkosé E Gestas¢ pradu castek (liczba castek przenikajcych w

jednostce czasu jednostlpowierzchni prostopadtej doegu) jest weéc réwna pedkosci
1
czastek pomngaonej przez ich gptos¢ przestrzenp — , czyli

prawdopodobigstwa

Mozemy wicC przyjpaé, ze podany wyej przepis na ¢ptaé¢ pradu prawdopodo-
bienstwa jest poprawny. Formuhwiazaca gestas¢ prawdopodobigstwa z gstascia pradu

dt\J;p(x,t)d X = J;J(x,t)ms

przyjeto nazywa réwnaniem ciggtosci. Przechodzc do granicyV — 0, Z — O i korzy-
stapc z catkowej definicji dywergencji
lim

1 - = _ i d
v,zﬂoVJ;J [dis = divj ,

otrzymujemy réwnanie ggtosci w wersji r&niczkowej (naley to sprawdzi)

! Przed eksponeqntnamy wspoétczynnik o warfoi metr do podgi minus trzy drugie.
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d _ — i -f_
E,o(x,t) = d|v1(x,t).

Dla stanu stacjonarnego mamy oczigié

Zauwamy tez, ze wyprowadzenie réwnaniaagtosci zawiera zatéenie o tym,ze
funkcja reprezentaga potencjat jest rzeczywista. (Warto ziél@dpowiednie miejsce w
wyprowadzeniu.) Dlatego zastosowanie zespolonegenpiu pozwala na ,opis” przy-
padkow, gdy liczba estek nie jest stata. Warto jednak petai, ze opisowi nie podlega
wowczas mechanizm ubywania, lub przybywanigstek, ktGre mogzamieni& sie na inne,
lub by¢ produkowane z innych gatek, a tylko odnotowany jest fakt zmiany ich ligalin-
tensywnd¢ tego procesu. W réwnaniuagtosci mamy wtedy oczywicie "manko”, jeeli
czastki gim

d — 3 - —
aj'p(x,t)d x<—jj [0S,

\% z
lub "superat”, jezeli ;3 produkowane

%\J;p(i(,t)d3x>—£fm§



STANY
NIEZWIAZANE —
ROZPRASZANIE

Rozwaane w poprzednich rozdziatach przypadki zastosavadivnania
Schrédingera do opisu pojedynczejsiki w polu sit zewatrznych mana podzie-
li¢ na dwie grupy.

Do pierwszej zaliczymy te przyktady, w ktérychastka nie mae odlecié
do nieskaczondci, czyli tzw. stany zwizane (por. przykiad 3 na str. 25 dla
E <U, przykiad 4 na str. 29 i atom wodoru d&a < 0). We wszystkich tych
przypadkach cwstka znajdowata siw polu sit przycigajacych p do jakiegd
punktu lub wcigajacych do okrélonego obszaru przestrzeni a energigstid byta
zbyt mata, aby cstka mogta pokoriato przycihganie i odlecié do nieskaczo-
nosci. Stany takie nazywamy stanami zganymi a wewzbogaconej przestrzeni
Hilberta odpowiadaj im normowalne wektory (co oznaczaze stany te naia do
przestrzeni Hilbertadulacej podprzestrzeaiwzbogaconej przestrzeni Hilberta).

Druga grupa przypadkow, to te, w ktérychastka mae odlecié do nie-
skonczondci. Ma to miejsce zawsze wtedy, gdy pole sit odpyclstke od ja-
kiegas punktu lub obszaru, oraz wtedy, gdystka dysponuje enetgidostatecznie
duza dla pokonania sit przysgjajacych (por. przyktad 1 na str. 18, przyktad 2 na
str.22, a take przyktad 3 di&€ >U i atom wodoru dlaE > 0). S to tzw.stany
niezwigzane (nie mylic z czastkami swobodnyml). Odpowiadaice im wektory
naleza do wzbogaconej przestrzeni Hilberta i sienormowalne.

Zajmiemy s¢ teraz 4 druga grup zagadni@. Mamy wkc pole sit opisane
potencjalemV()?) wycechowanym tak, aby znikat w nieskaondci, i w tym

polu sit poruszaj siec czastki o energii dodatniej¢zpraszanie). Przekonalmy sk
juz wielokrotnie,ze widmo energii takich eatek jest cigte.
Na marginesie rachunkéw zawartych w rozdziale @nfatvodoru) wspom-
nielismy, ze dla energii dodatnich rozamania rownania Schrédingeradace re-
. r
prezentacjami standw wiasnych operatora eneigirgporcjonalne d(e_lﬁ" , czyli
sa nienormowalne. Rozwrania, ktdrych tam poszukiwédny, mialy by row-

noczénie wspolnymi stanami wtasnymi operatordxﬁ i L,.Jak st przekonamy
nizej (rozklad na fale parcjalne), rozamania tego typu s#a rowniez do opisu roz-
praszania, niemniej jednak nie ene tymi rozwizaniami, ktore & najlepiej do-
pasowane do realibw eksperymentalnych, przed jakiawia nas zagadnienie roz-
praszania.

Doswiadczenie z rozpraszaniem astek wyghda bowiem naspujaco:
ustawiamyzrodio pola rozpraszagego (w rzeczywiskei — wiele zrodet wypet-
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niajacych pewien maty obszar przestrzeni, ale o tymazéermaemy zapomnié) i
w kierunku tegozrédia posylamy wytworzony przez generator struitéeastek o
znanych pdach (fa¢ ptask). Tak wiec castki, zanim wejd w obszar dziatania

I
—px
pola rozpraszagego, opisaneasfunkcja falowa postact " . Jeeli 0$ z usta-

wimy rownolegle do strumienia gztek padajcych, to funkcja ta redukujeesto
i

L
" . Pola rozpraszage s czesto sferycznie symetryczne, a dla wygody rachun-

kowej srodek symetrii takiego pola umieszcza i pocatku uktadu odniesienia.
i

—pz A~
Teraz ju widac, ze co prawda funkcjge” je st funkej wtasry operatoral,
(do wartdci wtasnej zero — warto to sprawdgiale nie je st funkcwiasm
operatora L (dlaczego?). Wynik ten tatwo zrozurdi®ezpdrednio: klasyczny
moment pdu czstek leacych wzdhi osiz jest prostopadty do ogi(stad zerowa
wartas¢ rzutu), ale rownoczmie wartéci bezwzgtdne tych momentéweolu s

rézne, w zalenoici od tego , jak daleko od osczastka leci. W fali ptaskiej odnaj-
dziemy castki lecace we wszystkich mdiwych odlegiaciach, czyli spodziewamy

I
. . e P?
sig, ze wfali /2" reprezentowanecha kwadraty momentugqau od zerowego do

nieskaiczondci. Méwiac Scisle: Wektor‘ f)> ktérego potaeniowy reprezentagj
. . i*PZ .
jest funkcja /", roztazony w bazie wspéinych wektorow w+asnyH1 m> ope-

ratoréw L2 i |:Z, musi mi¢ posta | f)> = ZCI“ 0). Mozna pokazé, ze w re-
1=0
prezentacji potzen otrzymamy (por. zadanie na stronie 79)

i
eh pz — egprcoss?

- ;(zl + 1) j(% pr)F}(cosH) .

[

Jak juz wiemy, wielomiany Legendre'ay $otazeniowymi reprezentacjami
wektoréw ||,O>, a dokfadniej: oxcia katowa tej reprezentacji (por. rozdziat 6).
Funkcje jI s kulistymi funkcjami Bessela, ktére rawa znalé¢ w podecznikach
w konkretnej, tradycyjnej normalizacji. €8t konieczné¢ wprowadzenia dodatko-
wych wspétczynnikow(2] + 2)i' .

Funkcja falowa, ktér tu wypisalémy, nie mae by oczywicie rozwhza-
niem rownania Schrédingera z potencjatem rozpracsyﬂ]'V()?) . Odpowiada ona

1 Wspéitczynnik 8 dopisalimy po to, aby zachowasobie swobognormalizacji

fali ptaskiej. Dla normalizacji odpowiadgej jednej castce grednio) w jednostce
3

objetosci mielibysmy na przyktadf3 = m2.
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tylko strumieniowi czstek nadlatujcych i wymaga takiej modyfikacji, aby funkcja
poprawiona zawierata powyz fale ptask i rownoczénie byla maliwie scistym
rozwigzaniem réwnania Schrddingera z potencjak‘lﬁf() . (Sama fala ptaska jest
— jak juz wiemy — rozwizaniem réwnania swobodnego.)

Omoéwimy teraz dwa sposoby rozgywania tego zadania: przykdinie
Borna i analiz przez fale parcjalne.

PRZYBLI ZENIE BORNA

Z opisem rozpraszania zetltismy sk juz w rozdziale 2 w przyktadach 1 i
2. W obydwu przypadkach migfy tam nadlatujca falg, ktéra oddziatywata z
przygotowanym polem sit i rozpraszatg sia nim. Byly to jednak przypadki jed-
nowymiarowe.

W trzech wymiarach mamy pole sit opisane potennja‘lé()?) i w strorg
tego pola kierujemy strumieczastek posiadagych mag m i opisanych fal pta-

I
L .
ska (" . Na razie nie precyzujemy, jalsymetrg posiada to pole (g V(X) a

nie V(r) ). Mozemy wyobraz sobie,ze obszar, w ktérym realnie wyguja sity
rozpraszajce, jest ograniczony, albo yaz maty w skali makroskopowej; zwykle
rozpraszamy cgtki mniej lub bardziej elementarne na innych padah, wic
zalazenie to ma dobre podstawy.
Czastki nadlatujce, zanim weja do obszaru rozpraszania, majkreslony
2

ped, czyli maj okreslona energg catkowity E = 2p—m (zatl@my, ze poza obszarem

rozpraszania energia potencjalna wynosi zero). Giagc potencjat rozpraszajy
nie zaley od czasu, to jestmy uprawnieni do poszukiwania rozmen réwnania
Schrddingera w postaci stacjonarnej, czylidrych wektorami wkasnymi operatora
22
. Ao P Lo : : .
Hamiltona H = 2—m +V . Rozwhzania te g dla nas atrakcyjne, poniewanergia

czastek, ktére kierujemy do rozpraszania, jest dolmzeslona (warunkowana pa-
rametrami technicznyntirédia castek).
W reprezentacji potan mamy wec tradycyjne rownanie

{—;—;A +v(7<)}w(7<) = E¥(x),

ktére maemy przepisaw postaci
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[A + kOZ]kIJ(X) =2_rnv()?)q;()?)’ gdzie k? =

2mE
h? '

hZ

FUNKCJA GREENA

Rozwamy niejednorodne réwnaniezadiczkowe postaci
AW(x) = p(x),

gdzie AX jest liniowym operatorem gfiiczkowym, a,o( 7() jest znan funkcja.

Jak wiemy, ogélne rozwkanie takiego réwnania jest sairngélnego rozq

wiazania réwnania jednorodneg@yLP()”() =0 i dowolnego szczegolnego rd

wiagzania wygciowego réwnania niejednorodnego.
Rozwamy réwnanie pomocnicze

AG, (%) =(x-%,).

w ktorym w roli funkgji ,0(7() wystkpuje delta Diraca. PunkX, jest w tym réwnat

niu ustalony i jego rola stanieggasna za chwil Dowolne rozwizanie tego row
nania nazywamyunkcja Greena operatoraAg . Mamy oczywicie nieskaczeni€
wiele funkcji Greena danego operatoranigcych s¢ o dowolne rozvagzanie row;
nania jednorodnego&W()*() =0, a take r&niacych si wyborem punktuX,.
Pazytek ptyracy ze znajoméci funkcji Greena jest nagiujacy:

Zaldzmy, ze znamy jeds z funkcji Greena operatora@&. Mozemy wtedy
od razu napisajedno z rozwizah réwnania wyjciowego:

W(%) = [ G, (X) (%)X,

co tatwo sprawdZidziatapc na obydwie strony operatorevisuR .

Po raz pierwszy z funkgjGreena zetkglismy sk juz w szkolesredniej, gdy
uzywalismy wzoru na potencjat elektrostatyczny opisyj pole elektrostatyczr
wokét tadunku punktowego. Jeli bowiem twierdzenie Gaussa zapisa postac
rézniczkowej

=

divE = Ax) ,czyli AD(x)= —’0(7(
EO gO

N—

. gdzie E(X)=-gradp(x),
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to wida, ze potencjat pola elektrycznego wokot fadunku pumiego g umie-

szczonego w punkci&, , czyli opisanego gptoicia q53(7( - 7(0) , jest (z doktadr

noscia do wspotczynnika— &) funkcja Greena operatora Laplacea:

Funkcja Greena jest w6 rozwhzaniem réwnaniaARLP()”() = ,0(7() dla
szczegblnego, bo punktoweg@dta umieszczonego w punkck . W rozwizaniu

tym naley oczekiwa tej samej dowolnii, o ktérej mowilmy na wstpie. Na
przyktad do wybranej wiej elektrostatycznej funkcji Greena

G (*)—_ii
T anliox

mozemy zawsze dodapomnaony przez odpowiedni wspoétczynnik potengjat
¢(7() pola elektrycznego bemdlowego, czyli takiego, ktdre zrodzone zosfato
przez inne, odlegtérddia i ktére w obszarze otacgaym punkt X, i pozostaj-

cym W zasigu nhaszego zainteresowania, spetnia réwnanie jedner
A@(X) = 0. Nowa funkcja, postaci

réwniez maze w rozwaanym obszarze pethirole funkcji Greena, ale teraz rgz-
wiagzanie uzyskane z jej wykorzystaniem, czyli funkcja

q>>?_—je' (Ro(x)x Q=] a%)d*)

odpowiada sytuacji, gdy w rozéanym obszarze mamy rozmieszczanadta opi
sane gstascia fadunku ,0(7() ale towarzysz im wspomniane wiej dodatkowe),
odlegtezrédia.

Mozemy wic powiedzi€, ze funkcja Greena jest rozygianiem zadania p
legapcego na znalezieniu pola (w naszym przyktadzie terpmatu pola) odrrodia
punktowego przy uwzgtnieniu okrélonych warunkéw zewgtrznych, tzw. warun

=4
1
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kow brzegowych, a wzér caikow;HJ .[G ,O(X d X' mazna inter

pretowd jako roztaenie zadanegérddia ,O(X) nazrodfa "punktowe",o( )?)d X
i sumowanie pol pochodeych od tychzrodet. Sumowanie to jest fizycznie po-

prawne dziki liniowosci operatoraA, .

Wré¢my do réwnania Schrédingera

2m

[8+k?|w(x) = 2

—V(X)W(x).

Przy odrobinie dobrej woli mima dopatrz§ sic w nim rozwaanego we
wstawce réwnaniaA, W(X) = p(X) , z tym,ze w gstaici o(X) tkwi poszukiwa-
na funkcja W(X). Trudngé te obejdziemy w ten sposélze do "gstoci”

2m
,0(7() = ?V(X)W(X) wstawimy przybtiona funkcje LP()”() w nadziei na toze

rozwiagzanie L|J IG ,O(X d X' bedzie blizsze rozwizania prawdziwe-

go od tego wyjciowego przyblienia. Musimy wc teraz znate® odpowiedni dla
warunkéw déwiadczenia funkej Greena operatora + k02 a take wybra

wstepne przyblienie dla funkcjiLP(X) .
Zacznijmy od funkcji Greena. Musimy znaderozwigzania réwnania

(2 +K2)G, (%) =3%(x-%)

i wérdd tych rozwazan wybrat t¢ whasciwa funkcje Greena pasuaga do naszego
doswiadczenia z rozpraszaniem.

ZADANIE

Korzystajc ze wzoru na transformafouriera i ze znanej catkowej repre-
zentacji delty Diraca pokazaze poszukiwana funkcja Greerﬁ%()?) maze by

zadana formalnym wzorem

1

1 iktxx)
Zﬂ)sfkoz_kz flg%k .

G, (%) =G(x - %) = (

Podczas catkowania po skitadowych Wektgrmatrafiamy tu na osoblivgé

k02 —k? =0. Pokaza, ze wartg¢ gtowna tej calki jest funkgjGreena rozwaa-
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nego operatora pdiczkowego A + koz. Poda& przyktady innych funkcji Greera
tego samego operatorazniace sé od tej pierwszej o rozwrania rownania jedno-
rodnego(A + k02)¢(7() =0 i spardd tych wszystkich funkcji Greena wylsre,
ktora kzdzie nam potrzebna do opisu rozpraszania.

Rozwigzanie:

Catkowanie po sktadowych wektold wykonujemy we wspoétednych sfe-

rycznych. Ustawiamy ©z réwnolegle do wektor%)? - 7(0) (dlaczego mamy tu

swoboa@ wyboru kierunku osiz?) i po wycatkowaniu po zmiennychatbwych
otrzymujemy:

1 1 Tk
SRR

GIXx-X%,)= .
(x-%) (2707 i[% = %;| 2, k" —K*
Funkcja podcatkowa ma dwa catkowalne bieguny Kix +k,, za samej

calce — jak zaraz pokamy — mana nada sens na kilka sposobow. ddizy innymi
mozna rozumié te catke jako jej wartd¢ gtéwma, czyli granie

GP()_(. - )_{O)
11 | ke ocf ke T kel
I ———dk + ———dk+ | ———dk|.
(27 I[%- %] Sl e kj k- K2 kI k2 -k’

Calka ta okaze skt za chwikt jedm z mazliwych funkcji Greena, chocianie
ta, ktora lydzie nam potrzebna. Zanim jednak paay,ze G, jest funkci Gre-
ena, rozwamy nas¢pujaca pomocnicz konstrukcg:

Rozszerzmy zakres zmieriod parametruk na ptaszczyzn zespolon i

1 1 ke
?2@2 i‘i B 7(0‘ c k02 -k*

dk

sprawdmy, co otrzymamy w wyniku catkowani

dla nas¢pujacych konturowC :

1.

rek
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2.
. 1mk ;
] OO ! " ek
G | |
3.
it?k ;
—r\ > ,‘0,—> rek
Ry C3 ,
4.
; 1mk i
’ ! OO > rek

Na wstpie zauwamy, ze catka po konturzéZ, réwnowana jest catce po
konturze C,, z& catka po konturzeC, réwna jest catce po konturZg,. W tym
celu zauwamy, ze catka po konturzé€Z, réwna jest catce po napujacym kon-
turze (naley rozumie, ze pétokag zamykajcy kontur C; ma nieskaczenie wiel-
ki promien)

1mk A

o W Py 2

A 4

0

Wynika to z tegoze catka po nieskiwzonym pétokegu znika (czyli do cal-
ki po konturzeC, dodalimy zero). Catg po konturzeC, mazna juz bez zmiany
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jej wartdici przeprowadzi w catlg po konturzeC, , poniewa funkcja podcatkowa

nie ma na ptaszczpie zespolonej innych osoblidd oprécz dwoch wymienionych
na wstpie.

Catke po konturzeC, tatwo obliczy:

1 1 ke® 1 . { e j
= dk = 2ri)re ——
o k- o @ Ui,
1 —ikor —
=_4ﬂek0 =Gyr).

Podobnie catka po konturZ8, prowadzi do wyniku

1 1 ke ___1 kot —
(2;7)2FC4k02—k2dk_ am e =G0,

Obydwie wyliczone funkcje ssfunkcjami Greena. Wynika to z nagt-
jacych zwizkdw, ktére nalgy sprawdzt:

2\ _ 1 J_riko)'(—)'(o] _ oo .
1. (Ai +k, )( —4747(_ 7(0|e O dla X#X, (wygodnie

jest przesut pocatek uktadu odniesienia do punktuX,, bo wtedy
|7( - )?O| = |7(| =r iskorzysté z laplasjanu zapisanego we wspétizych sferycz-
nych — str. 77).

1 ik | x—x
2. Dla sprawdzeniaze wyraenie (Ai + koz)(—me"k‘)x X"j
X=X

istotnie jest deit Diraca 53(7( - 7(0) , halezy je jeszcze scatkowao obgtosci (na
przyktad) kuli osrodku w punkcieX,. (Wskazéwka: laplasjan jest dywergengj
gradientu a catka po aftpsci z dywergencji wektora nie by — jak wiemy —

wyrazona jako odpowiednia catka powierzchniowa z samegktora.) W wyniku
tego catkowania otrzymamy jedyykco dowodzize

(8+k)Gy (%~ %) = (%= %)
Podobne rozumowanie pozwala sprawdze

(8+ k)G, (%= %) = &°(% - %).



164 14. Stany niezwazane — rozpraszanie

Jak st okaze, do dalszych rozwan bedzie nam potrzebna tylko funkcja
G, . Dla dokdiczenia rozwizania zadania nalg jeszcze jednak pokazaze nie

tylko catki po konturachC, i C; s funkcjami Greena, ale jestantez wartci¢

gtébwna catki. W tym celu naly obliczy¢ catki po nieskaczenie matych pot-
okregach

imk 1mk

C, % ky
rek
% rek C |

oraz 7

1 1
Okaze sk, ze catka po konturz€&€, wynosi —EGl, za catka poC, dajeEG2 .

Mozemy wkc napisg, ze

1 1
Gz = GP —EGl +§GZ'

czyli
1
G, = E(Gl +G,).

(Potowa sumy dwéch funkcji Greena jest funkGreena.)

sReRaReeeeRy

ZADANIE

Pokazé, ze catki po konturach

1mk
—N\ T: Ny rek

oraz
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-k k
; \5— > rek

A 4

nie g funkcjami Greena.

Wracamy do réwnania Schrodingera. Tréjwymiarowearae, ktore mamy
tu rozwhza, jest prostym uogdlnieniem jednowymiarowych profdev, ktérych
przyktady rozwizywalismy w rozdziale drugim. Miedlimy tam fat nadbiegajca

I
Lo
€" . Fala ta natrafiala na obszar dziatania sit opisarpotencjatemV (X) w

ktérym to obszarze "produkowata'showa fala, nakladaga s¢ na fak padajca.
Sprébujmy podobnego podeja w odniesieniu do zagadnienia tréjwymia-
rowego. Wemy wiec fale ptask rozchodaca sie w kierunku osi z

1
L ‘
per = ﬁe'k°z i sprawamy, w jaki spos6b réwnanie Schrddingera uzupetni t

fale o dodatek wyprodukowany w obszarze dzialanieogipraszajcych.
Zauwamy, ze réwnanie Schrédingera zapisane w postaci

(3 k7)9(%) = 2 w(z) = o)

doskonale nadajeesdo przeprowadzenia tej analizy. Gdyby bowiem nji pola
sit (V(X) =0), to mielibysmy r(’)wnanie(Ai + koz)lP()?) =0, ktérego rozwj-

zaniem mogtaby hy fala ptaska ,Bék"z, za& zrodtem fali rozproszonej, nakila-
dajacej st na t fale ptask, jest dopiero ew. rda od zera gptasé ,0(7() . Na po-
z6r mamy wgc otwarty drogz do napisania rozwrania:

W(x) = A + [ G(x - X)p(x)dx

i pozostanie tylko dobtawtasciwa funkcje Greena. Powasze "rozwizanie" wyda-
je sk bowiem oczywiste: po wytzeniu pola sit rozpraszgych
(V - 0 = p - 0) rozwigzanie to — zgodnie z oczekiwaniami — przechodzi w
fale ptask.
Problem jednak w tynye nie znamy estasci p()?) , bo ta ostatnia zawiera

funkcje ‘-P()?) ktérej wignie szukamy. Zauwany, ze zrodta produkujce fak
rozproszon sa we wszystkich tych punktach, gdzie ,rownogze” potencjat jest
rozny od zera i gdzie dociera funkcja faIO\Nd()?) .
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Drugim zagadnieniem do rozygiania jest wybor wigiwej funkcji Greena.
Zacznijmy od niego. Waej znalelismy dwie takie funkcjeG, i G, . Dowodzi sg,
ze wszystkie inneagskombinacjami liniowymi tych dwdch. Funkcj®, opisuje fag
sferycznie symetrycznzbiegajca sig do punktuX,, funkcja G, — podobn falg
rozbiegajca sie. Kierujac sii dokladnie tymi samymi przestankami, ktére pozvyolit
nam odrzudi falg biegraca w lewo w obszarze trzecim w przyktadzie 2 ze stron
22, wybieramy faj rozbiezna, czyli funkcg G, . Spodziewamy siwiec, ze funkcja

LIJ()”() bedzie superpozyajfali ptaskiej i nieskaczenie wielu rozbiegagych se
fal sferycznych rodgych st we wszystkich tych punktach, w ktéry?sh()?) Z0i

do ktorych dotrze faIéP()?). Przewidujemy wic "rozwiazanie" w postaci
|k0\x X

W) = [ A

gikol%- x\
Zmzj\x

- ,&ikoz

a cudzystéw zamigilismy dlatego, bo to w zasadzieygle jest réwnanie a nie roz-
wigzanie: wciz nie znamy gstaici p()?)' Odtézmy jednak ten problem na po
niej, poniewa juz teraz — jak & okaze — potrafimy przewidzieogélny ksztait po-
szukiwanej funkciji falowej.

Poréwnywanie przewidywa teoretycznych z danymi éwiadczalnymi w
przypadku rozpraszania prowadzimy rpsfaco: obliczamy petn funkcje falowa
LIJ()”() (to jeszcze agle jest przed nami), a naghie mierzymy gstas¢ prawdopo-
dobieistwa znalezienia agtek rozproszonych w punktachzdeych daleko od cen-
trum rozpraszania, w z@ych kierunkach w stosunku do kierunku fali padaj. W
powyzszym wzorze &da nas wec interesowa wartcsci catki dla wektorowX o
modutach znacznie wkszych od modutdéw tych wektorow' , po ktdrych realnie
catkujemy. Innymi stowy zakladamye licznik pomiarowy rejestragy czstki
rozproszone, stoi niewspotmiernie dalej od centrampraszania, niwynosi realny
zaskg sit rozpraszagych. Jeeli pocatek uktadu odniesienia wybierzemy we-
wnatrz obszaru, w ktérym zachodzi rozpraszanie (jakysainku), to otrzymamy
przyblizona réwnas¢

=

|>”<—>‘<'|=|>”<|—>”<'%:r—>”<',
X
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gdzie N jest jednostkowym

wektorem wskazygym od

centrum rozpraszania (Czyli —  maly obszar, w kisrym zachodzi

w praktyce — od bardzo mate-  IoPravanicipo kionm
, realnie caikujemy

go obszaru, z ktérego wylatu-

ja czastki rozproszone) do o \

punktu X , czyli do odlegtego ko

miejsca, w ktérym ustawiono =

licznik rejestrujcy castki

rozproszone. Wchode z tym U z

przyblizeniem pod cak

otrzymujemy

X

w(x) :,%koz _ m ﬁje_iEBV(X')W(X')dsx'Eﬂeika + Aékor |
2’ r
gdzie k = kyfi.
ZADANIE

Wyprowadzajc powyzszy wzor podstawsimy w wyktadniku eksponenfy
|)?— X'| =r —X'[@, ale w mianowniku dokonaliny "grubszego" przyhtenial
|7( - X'| = . Dlaczego wolno nam byto tak pagi¢?

Amplituda A sferycznej fali rozchodgej st z centrum rozpraszania nie

jest stad: zalezy od punktuX , w ktérym "zasadzimy &f z licznikiem na castki.
Jakoéwiczenie warto znal€, gdzie w wyraeniu na amplitug rozpraszania

A= __2:;2 [e™ v (x)W(x)d*

ukryty jest wektorX .

O katowym rozktadzie prawdopodobiistwa zarejestrowania ggtek rozpro-
szonych decydujamplituda rozpraszania A. Znajdziemy teraz zwkek midzy
amplituch rozpraszania i poznanym podczasy&a mechaniki klasycznej #dicz-

do
kowym przekrojem czynnymda .

Przypomnijmy jego definigj
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Niech w kierunku obszaru
dziatania sit rozpraszaych pod- padajaca fala
za jednorodny strumie czastek o plaska

jednakowych pdach [, i o takiej \

gestasci, ze na kada jednostl¢ po-
wierzchni prostopadtej do wektora
P, pada (na przyktad w aju se- ERRRRRRE T
kundy) N czstek. W makrosko- R z
powej odlegtéci od centrum roz-

praszania ustawiono detektor rejesteyj castki rozproszone w kierunkd, @
nadlatujice z niewielkiego obszaru otaczeégo punktr =0 (na rysunku obszar
ten oznaczony jest du kropka) i lecace w jego kierunku. ity 8,9 — jak we
wspotrzdnych sferycznych. Oznaczmy niewielkatkbrytowy obgty okienkiem
wlotowym detektora przeflQ , a liczke czstek rejestrowanych przez detektor w
ciagu sekundy przefn . Zachodzi oczywisty zwzek dn [IN dQ a wspotczyn-

nik proporcjonalnéci nosi nazw rézniczkowego przekroju czynnegoﬁ, i po-

winien zalee¢ od miejsca, w ktdrym ustawiono detektor. Mamyawi

an=N%qa.
dQ

do
Zauwamy, ze nieskaczenie mata Iiczba(E dQ (o wymiarze powierz-

chni) jest réwna powierzchni tej gi prostopadtego przekroju strumieniastek
padajcych, z ktérej to agci czastki &3 po rozproszeniu kierowane daté bry-
towego dQ . (Warto zadéa sobie nieco trudu i zrozundigze tak jest w istocie.)
Zaktadamy oczywicie, ze licznik stoi daleko od centrum rozpraszania. Przy
tym zalazeniu, r@niczkowy przekrdj czynny jest funkgjkatow 8 i @, a skoro

rozpraszanie jest w caiti opisane przez amplitgd A, to musi istnié zwiazek
wyrazajacy razniczkowy przekrdj czynny przez amplittidozpraszania zatea z
kolei od katéw rozpraszania. Wyprowadzimy teraz gmak medzy r&niczkowym
przekrojem czynnym i amplitadcozpraszania.

Za gzstas¢ prawdopodobigstwa znalezienia @stki w zadanym punkciet

odpowiedzialna jest petna funkcja faloWH(X) . Realne warunki, w ktérych wyko-

nywane jest déiwiadczenie, $ jednak nagpujace: zamiast nieskmzenie szerokiej
fali ptaskiej mamy strumie czastek, doprowadzony z generatora jakimnelem o
skoaczonejsrednicy.Srednica ta musi lyna tyle daa, aby mana byto zatay¢, ze
obszar rozpraszania jest w caiozanurzony w jednorodnym strumieniuastek,
ale rébwnoczénie dostatecznie mata, aby strumiezastek padajcych nie sigat do
miejsca, gdzie ustawiono licznik. @8t oczywicie pojawia si problem ekspery-
mentalny, jak zmierzy przekr6j czynny dla malychatéw 6.) Dlatego o prawdo-



169

podobigstwie znalezienia @stki w okienku wlotowym licznika decyduje tylko
|k0r
rozproszeniowa ¢&¢ funkcji falowej A(9 ¢)— Maly wycinek tej fali, objty

A6, 9)

okienkiem licznika, przypomina falptasky o amplitudzie————— odpowiadaj-

r
ca pedowi 0 module hk0 skierowanemu od centrum rozpraszania w kierurdas i
nika, zwtaszczaze niewielki wlot licznika w paiczeniu z dug odlegtdcia do cen-
trum rozpraszania gwaraniyjiz katy & i @ s praktycznie state na catym prze-
kroju tego wlotu. Znajc wigc przestrzenpgestas¢ czastek w rejonie okienka wlo-

i |A( ¢)|

towego, ktora wynosjA(b, ¢) | a take znajc ich pedkosé,

ktéra skierowana jest od centrum rozpraszania cmika i ktérej modut wynosi
fiky
m

, mazemy stwierdzt, ze do licznika ustawionego w miejscu olomym kata-

mi 8 i ¢, posiadajcego okienko o powierzchris = r*dQ , bedzie wpadato

_|A@.9) 1,
2 m

ds="%) A6, ¢) da
r m

h
czastek na sekurd Podobnie mina stwierdz, ze N = —k°|,6’|2 . Poréwnujc z
m

definicja rézniczkowego przekroju czynnego mamy od razu

| B

Catkowity przekréj czynny O definiuje s¢ jako calle po pelnym kcie
brytowym

daz‘ i ?

- j_ do . catkowity przekroj )
czynny zasieg pola
> rOZpraszajacego
Jak pamitamy z me- o
chaniki klasycznej, catkowity W
przekroj czynny jest tam row- >
ny facznej powierzchni tej -»>
czeSci poprzecznego przekro- Y ¢

ju strumienia cgstek nadlatu-
jacych, z ktorej castki wejch
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w zaskg dziatania pola rozprasaapgo. Catkowity przekréj czynny wzrastaewi
wraz ze wzrostem zagju pola i — jak si okazuje — wlasni ta przenosi gido
mechaniki kwantowe;.

ZADANIE

Otoczy¢ centrum rozpraszania sfeo promieniu dostatecznie dum, aby
wzor

ikor

€

W(R) = 4" + A(6,9)

r

mozna byto traktowé jako §cisty na powierzchni tej sfery. Dla tak zapisangjKciji
falowej przeprowad?i jakosciowa dyskusg bilansu pgdu prawdopodobiestwa
przeptywajicego przez powierzchniwspomnianej sfery, a w szczeg&obwyja-
$ni¢ nastpujacy pozorny paradoks:

Funkcja falowa zagadnienia rozproszeniowego odpavistanowi stacjd
narnemu, czyli catkowite prawdopodohétwo obliczone dla wgirza sfery powint
no by state.

Catkowity pmd prawdopodobigstwa, obliczony dla fali p}askiejﬁeik‘)z,
jest rowny zero, poniewzgedr potows sfery do jej watrza wptywa taki sam jd,
eikor

w calaici

jaki wyptywa drug. Réwnoczénie pad zwiazany z fad A(H, ¢)
r

wyptywa ze sfery. We wirzu sfery powinno véc ubywa czastek, co byloby
sprzeczne z warunkami stacjonaftio

Wskazdéwka: Strumieczastek padajcych, po przeiciu przez obszar rozpr
szania, powinien kiystabszy, ni na pocztku, poniewa cze$¢ czastek ulega roz
proszeniu. RéwnocZaie jednak fala plaskaﬁ’e'kOZ ma taly sam, amplituct przed
€O i za centrum rozpraszania. Jak to jestline?

D
1

Wracamy teraz do zagadnienia, ktore worgj odtazylismy: nie znagc pet-
nej funkcji falowej LIJ()”() nie znamy amplitudy. Przybtnie (pomystu M. Borna),
ktorego niej dokonamy, jest pra@bobegcia tego problemu.

Zaltzmy, ze efekt rozpraszania jest staby, czdipole sit, z ktérym mamy
do czynienia, jest na tyle stabe, fala ptaska pozostaje wgizie dominujcym
sktadnikiem w funkcjiW()?). Jeeli zalazenie to jest spetnione, to emy przy-

| » oy _2mv(x) .
pusci¢, ze wstawiagc do gstasci p(x) = TLP(X) fale ptaska w miejsce

funkciji llJ()ﬁ() popetnimy tylko niewielki kid w obliczeniu fali rozproszonej
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ko\x x| -
4];7,[ % | o(x)d*x', gdzie terazo(x) = 2m'[:l\!(x) kZ To wignie jest

tzw. pierwsze przyblizenie Borna Mamy wigc

ﬁn ko‘x %

kozd

W(x) = " -

Kolejne przyblzenia polegaj oczywgcie na podstawieniu tak wyliczonej
funkcji falowej do gstdsci ,0(7() itd. Korzystajc ze wzoru na stronie 167 otrzy-
mujemy dla pierwszego przybénia

I&.n eikor
2m° r

|k0r

W(R) = f = S [y (R)dx = e+ (K, K)

gdzie IZO jest podzielonym prze# pedem castek padajcych a wektork = kOﬁ
odpowiada pdowi czstek rozproszonych wpadaych do detektora ustawionego
w punkcie X . Zauwamy, ze w pierwszym przyhtieniu Borna amplituda rozpra-
szania jest, z dokladéca do wspoiczynnika, transformgat-ouriera potencjatu
N - _c oL . .
wzgledem wektorowej zmiennefAk =k, —k = %(po - p) proporcjonalnej do

pedu przekazanego przezasik; rozpraszapw czasie rozpraszania.

ZADANIE

Obliczy¢ amplitud: rozpraszaniaA(lZO, IZ) w pierwszym przybifieniu Bor-

na dla (fikcyjnego) pola opisanego potencjatem énikoi w ksztatcie kwadratowg
ptytki 0 boku | wedtug przepisu:

V(X):%J(Z)E{l gdy |><|<in|y|<%,}_

0 pozatym

—

b

v
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: ) . I
20m sm[AkX 2) sm[Aky 2)
m* Ak Ak,

Odpowied: A=-— , gdzie

Przedyskutowa zachowanie si amplitudy dla rozpraszania w przdd, czyli
dla @ = 0 (przekaz pdu zmierza wéwczas do zera) a w szczegdinookaza, ze

1
dla duych | (tzn. | >> k—) amplituda ma wyrane maksimum w przod (czyli dla
0

zerowych lgtéw rozpraszania) i szybko spada dla sagch kitow 6. Zbada gra-
nice | — oo .

1
Dla | <<k_ amplituda prawie nie zatg od kata rozpraszania. Rozwg
0

skrajm sytuacg, gdy V(%) = 8%(X) . Przykiad ten pozwala zrozuntierzyczyny
dla ktérych posfp w badaniach nad struktuczastek elementarnych wymaga lu-
dowania akceleratoréw dostarcmajch castek o coraz wkszych energiach: d|a
czastek powolnych (maieko) spetniona jest druga nieréwdtoi nasza plytka daj
takie rozpraszanie, jak gdyby byta p u n k t eoapraszajcym, czyli jej struktur
nie jest widoczna. Dopiero zastosowanie dostatecargsokoenergetycznych 2
stek (dostatecznie kroétkiej fali) daje rozktagtdivy niosicy informacg o strukturze
pola rozpraszagego.

ZADANIE

Pokazé, ze w przypadku, gdy potencjat rozpraszgj jest sferycznie sy
metryczny, tzn. gd))&/()?) =V(r), amplituda A(IZO, IZ) zalezy tylko od kyta & i
wyraza sk wzorem:

AK,,K) = hz‘ko k‘er(r)sn‘(‘ko Klr)ar = A
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ZADANIE

Obliczy¢ (w pierwszym przybfieniu Borna) réniczkowy przekréj czynn
na rozpraszanie natadowanychisiek o masiem na ekranowanym polu kulom-
r

S

: : a -,
bowskim o potencjal®/ (r) = Te o,

- 12

ma

7‘12(4k02 sinzz + lzj

o

do
Wynik: —— =
dQ

Poréwna ten wzor zewzorem Rutherforda wyprowadzanym zwykle ra
¢wiczeniach z mechaniki klasycznej.

Dla sferycznie symetrycznych potencjatéw rozpragzajh o matym za-
siegu, stosuje gipodefcie zwane opisem rozpraszania poprzez rozktad na

FALE PARCJALNE

Wiemy juz, ze funkcja falowa zagadnienia rozproszeniowego eeystnie
symetrycznym potencjalem winna z jednej stronyrapékéwnanie Schrédingera

{—;—;A,M +V(r)}w(r,9,¢) =EY(r.0,4), E>O,

a z drugiej — dlar >>d (gdzied jest zasigiem sit rozpraszagych) — powinna
by¢ postaci

ikr

W(R) = 4+ Al6)

FunkcjaW nie zaley od kata @, jest wic funkcp wiasm operatoraliZ do

wartcci wiasnej im= 0, chocia nie jest funkcj wiasny, operatoral? . Przypom-
nijmy, ze jest to zgodne z przewidywaniami klasycznymi: raomgdu czstki
lecacej rownolegle do o< jest do niej prostopadly a modut momengdy nie jest
okre&slony, jezeli nie znamy odlegkei migdzy torem czstki nadlatujcej i osh z
(tzw. parametr zderzenia).

FunkcjaW musi wicc miet post@ superpozyciji
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w=> f(r)R(cosd),

|
gdzie kady sktadnik sumy z osobna @dafala parcjalna) spetnia rownanie

{_ ;l_:nAr,w +V(r)} f(r) R(COSQ)

2 1.9(, ). 7
:{_g_mrizg(r E) +"’2(T*; +V(r)} f,(r)R(coss) = Ef, ¢ R( cos),

czyli

{ " ii(rzi) +M+V(r)} f,(r) = Ef,(r)

“2mr2dr\ dr 2mr

A

i jest wspéln funkcja wlasry operatoréwli2 i L

R(r)
r

7"

Podstawiaic fI (r) = dostajemy réwnanie

d>  I(1+1 2m 2mE
{—2— 9 +k2}a(r) =SV(RI(r), K==—5.
dr r
Réwnanie to wyznacza funkcj& (r) z doktadnécia do dowolnych statych
multiplikatywnych, czyli nie zawzajac 0goéIngci rozwazan mazemy napisé

w=> (2 +])i'¥

e P(cosf).

1
Pozostawiajc w réwnaniu na funkcjeR (r) cztony wiodice dlar >>— |

k
1 o . . .
dla r >>d (E jest rzdu diugdci fali de Broglie'a castek padajcych, I jest

odlegtaicia od centrum rozpraszania do licznika, gdzie ¢mage poréwnanie teore-
tycznie wyliczonej funkgcji falowej z danymi pomiavgmi, z& d oznacza zasg
sit rozpraszajcych)
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{:—Zﬁk }R( )=0

dowiadujemy si, ze daleko od punktwr =0 powinno zachodgi(stab [ wyod-
rebnilismy dla wygody)

)= ACie™ +Cye),
czyli

C:Lle ikr +Cz| |kr
2ikr

WO 5 (21 + 1) P(coss).

€O poréwnane z innym zapisem tej samej funkcji (pbr 156 i zadanie na str. 79)
( ) ﬂé ozpr ﬂz 2I +:D| JI kr (CO§)+ l'IJrozpr(r ﬁ)

—i'e™ +(=i)'e" gk
Skt P(cosd) + A(@)T

0'Ee - Y (2 + i

pozwala wyznaczystate C,, . (Skorzystaimy tu z asymptotycznej postaci funkcji
Bessela podanej w zadaniu na str. 79.) Z tego egogzapisu wynika bowienge

fale zbigne € obecne & tylko w fali ptaskiej a brak ich w fali rozproszejn
Mamy wigc

C = i,
natomiast
W% =g = gy i O oo &

czyli

w0z iSSP eog)
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Wyjasnimy teraz przyczyny, dla ktérych opisaneaig¢ bywa optacalne.
Korzystalémy juz z tego,ze fak ptask, ktéra w naszym przypadku opisuje
czastki nadlatujce i przeznaczone do rozpraszaniazmaoroziayé na wspolne

funkcje wlasne operatoréw energii kinetycanf, i I:Z

%zm). i, (k)P (cost)

Kazdy ze skladnikdw tej sumy spetnia swobodne rowna&uarddingera
(por. zadanie na str. 79). Wyobnay sobie,ze w fali ptaskiej zlikwidowalimy

wszystkie sktadniki oprocz sk}admkn(kr) (COSH) Jak ju wiemy, dla daych

wartasci swego argumentu funkcja Bessela przybiera pastperpozycji dwdch fal
sferycznych: zbienej i rozbienej wg wzoru

j,(kr)DrEnj‘gTir(_, 4 (—i)'e 'k’)

Fala ptaska, a wt takee powyszy jej skfadnik, nie g oczywkcie roz-
wiazaniami rownania Schrédingera

{— 12 % +v(r)}v(r,9, ¢) = EW(r,6,0)

(bytyby nimi, gdyby usug pole sit rozpraszagych). Spodziewamy siwicc, ze
gk
kazda fala zbiena —— P(cosf) bedaca sktadnikiem fali ptaskiej, po weju do

obszaru dziatania sit rozprasgaych zacznie uleganie znanej na razie mody-
fikacji, ktorej skutek ,zobaczymy” w fali rozbieej.

Obejrzyjmy diagramy pokazage przestrzenny rozktad modutéw swobod-
nych fal parcjalnych, czyli funkcji j, (kr) P (cosd) dla r&nych wartdci para-
metru | , poczynajc od | = 0. 05 z na tych diagramach jest pozioma i przebiega
w ptaszczynie papieru przez ickrodek, w ktorym wypada punkt = 0. Bok kaz-
dego diagramu odpowiada odcinko®C[ k™ a stopié rozjanienia jest propor-
cjonalny do modutu funkcji falowe;j.
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[io(kr) Py(cos8) [j,(kr) P,(cos8)
[j2(kr) Py(cosd ) [j(kr) Py(cosd ]

Zauwazmy, ze im wicksza jest wart@ parametrul (czyli im wigkszy kwa-
drat orbitalnego momentw@u a wic — klasycznie — im dalej od asleci castka),
tym wigkszy jest ciemny obszar geodku diagramu. Oznacza tee dla danej ener-
gii czastek padajcych (czyli dla danej wartoi parametruk ) fala parcjalna odpo-
wiadapca dostatecznie daj wartgci parametru | "nie zauway" krot-
kozastgowego potencjatu rozprasaeggo i zachowa sitak, jak gdyby pola roz-
praszajcego w ogdle nie byto!
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Wynika z tego,ze wspomniane wiej modyfikacje, jakim podlegajfale
parcjalne, dotycg tylko pierwszych kilku fal parcjalnych a pozostatpetniaj
swobodne réwnanie Schrédingera

2 Doy | o
7522 (0 R (co9)= 6 ()R (09 )

bo tam gdzie nie znika potencii(r) , zeruje si funkcja 1 (kr) P (cosd), czyli
ich iloczyn mae by usunéty z rownania.

Dla dostatecznie matego zemii potencjatu i dostatecznie malych energii
czastek padajcych (mate wartéci K), efektywnego rozpraszania dozna tylko fala
| =0. Dla coraz wikszych energii castek padajcych, do rozpraszaniatt, sie
witaczat kolejne fale parcjalne. Wynik ten mua byto przewidzié zwazywszy, ze
dwzej wartgci orbitalnego momentugpdu odpowiada przy zadanej energii odpo-
wiednio duy parametr zderzenia —astki nadlatujce z daym parametrem zde-
rzenia nie wchodg do obszaru dzialania sit rozprasgajch i zachowyj sie, jak
czastki swobodne.

(nk)

Przy zadanej energii ggtek padajcych E = i zaskgu potencjatu

d , prawie wszystkie sktadniki sumy w rozwgoiu

,BIZ;; (21 +2i' j, (kr)P(cosh)

0 - Zi—'ii(z " J)i'{'ile_ikr ) }F}(cos@) ,

= r

nie ulega wicc zadnej modyfikacji na skutek dziatania pola rozpaggzego, a
zmianie ulega tylko te sktadniki, dla ktérych zachodzi

JI(I1+1) <kd (dlaczego?).

Wyobrazmy sobie bowiem fikcyjm sytuacg, gdy w strom punktu r =0
—ikr
kr

zaskg jest zbyt maly (dla danych i K), to fala ta powrdci jako fala roziziea
|kr

postaci (-i) W P(COSQ) Dopiero, gdy wokot punktr =0 mamy pole sit

kierowana jest fala- i’ R(COS@) . Jezeli nie ma sit rozpraszagych, albo ich

rozpraszajcych o dostatecznie dym zasggu, to fala powracaga kxdzie zmienio-
ikr

K (COSH) : przy matym zasigu pola rozpraszaj

na przybierajc posté C, ——
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cego obliczenie amplitudy sprowadza db znalezienia tylko jednej lub kilku no-
wych statychC,, (dla pierwszej lub pierwszych kilku wagt parametrul ) —

pozostate kda niezmienione i wynias C,, = (— i)I . Oznacza toze wyprowadzo-
ny wczeniej wzor na amplitug zawiera w rzeczywistgi tylko pierwszy lub kilka
pierwszych sktadnikéw, poniewagozostate wynoszzero.

Jak ju wiemy, pelna funkcja falowa ne by w granicy I — oo opisana
wzorem

sl —ikr ikr
wO'HE - g (2 +9) Gue Zi;rCz.e R(cosf) =
|
_B g -i'e™ +C,ee
il Z(ZI + )i : R(cosd).

Jakie wartéci przyjmuj state C,, dla tych fal parcjalnych, ktére realnie

odczup obecné¢ pola?
Przede wszystkim pokeny, ze moduly tych liczb pozostarréwne jeden.
Wynika to z réwnania ggtosci, co zauwaymy rozwiazujac kolejne zadanie:

ZADANIE

Otoczy¢ centrum rozpraszania makroskopovpowierzchm sferyczm

1
(r >>—,d) i na tej sferze zbilansowarad parcjalnej funkcji falowej

k

—ikr

il i
W :£(2| +1)i| e +Gye

2ik r Rlcost).

Na tej podstawie pokagaze ‘Cm‘ =1.

Rozwigzanie:

Kazda fala parcjalna z osobna jest rogz@niem réwnania Schrodingera
niezalenego od czasu, czyli jest gzia przestrzenm rozwigzania stacjonarnego.
Wynika z tego,ze pud fali parcjalnej, scatkowany po dowolnej powiemacha-
mknietej, na przyktad po takiej, jakwskazano w temacie zadania, powinien dawa
zero. Do obliczeniaggtasci pradu

potrzebny naméduizie gradient zapisany we wsp@&dnych sferycznych



180 14. Stany niezwazane — rozpraszanie

J _ 10 1 07

O=6 —+&-—+8—————.
“a %0 % rsing ap
a doktadniej — jego e&¢ radialna, poniewabilansujemy pad przez sfeeg, do
ktdrej wektory €, i €, s styczne.
W wyniku zmudnych obliczé dostajemy wz6ér na radialrsktadovy gestaici
pradu:

- an (2+1718°
Iy D4errnk r2 | | (_1+|C2||2)R2(C030)'

Calka powierzchniowa po sferz T,(,) [6)S znika wic pod warunkiemze
z
‘CZI‘ =1. warto zastanowisie, jaka wartcs¢ ,uzytkows” przedstawia gstcs¢ pra-

du obliczona dla jednej tylko fali parcjalnej, s&kowviemy, ze gstos¢ pradu obli-
czona dla sumy funkcji falowych nie jest rowna seimistasci pradow obliczonych
dla poszczegolnych sktadnikéw tej funkcji. Odpowieth to pytanie ukryta jest w
tym, ze obliczonej tu gstosci pradu zamierzamy zy¢ do obliczenia catkowitego
pradu przechodaxego przez sfer czyli bedziemy h catkowa po petnym kcie
brytowym. Czlony interferencyjne, jakie wygityby w porzidnie obliczonej gsto-
$ci pradu T, (obejmupcej wszystkie fale parcjalne na raz) bylyby projpamalne
do iloczynéw R(COS@) R( CO&9) i w wyniku ortogonalnéci wielomianéw B nie
datyby przyczynku do pdu catkowitegé.

PRBPERBERBERY
Ustalilismy, ze na skutek oddzialywania z centrum rozpragzay fala par-
cjalna —i' ﬁ R(COSH) wraca jako fala wychodza nie w postaci
e r 1 s €9
(-i)’ e Ff(COSQ) , tylko (—i)'€?? e R(COS@) , gdzie aylismy tradycyjne-

go zapisu dla "amplitudy'C,, : C,, =(~i)'€*? =(-i)'S. W tych oznacze-
niach amplituda rozpraszania ma poésta

2 Relacja ortogonalriei dla wielomianéw Legendre’a ma posta
4n
J' R(cosf)R.( co®)dQ =——4..

21 +1
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A6) = Z(2|+1)i((—|)s—(—|)) (cod)

zi_ﬂk.Z(Z' +1)(S - 1P (cos),

a petna funkcja falowa nie by zapisana na dwa sposoby:

we= e Loy (@S - R(cod)

W =Tirzl:(2l + 1)( o (—])'e‘““)R(cosH).

Nalezy pamktac, ze sumowanie w pierwszym wzorze obejmuje realnieotyl

te sktadniki, dla ktorych§ # 1, czyli sktadniki odpowiadafe tylko tym falom

parcjalnym, kt6re ,widg" pole rozpraszage.
Wyprowadzagc w rozdziale 13 rownanieagitosci zwrécilismy uwag na to,

ze jest ono spetnione adzy innymi dzeki temu,ze potencjat jest reprezentowany
funkcja rzeczywisi. Napisalimy tez, ze w innym przypadku odnotujemy manko w

bilansie padu. Uwaga ta zapowiada kolejne zadanie:

ZADANIE

Zalézmy, ze niektdre cgstki nadlatujce, reprezentowane faptasky, mogy

rozprasza sie nieelastycznie, co oznaczze nie zostam one odnotowane jak
21,2

czastki wylatupce z energi E = . Pokazd, ze w takim przypadku prz

sunkcia fazoweéI beda liczbami zespolonymi +S| <1

Wskazowka: Skorzystaz wynikéw poprzedniego zadania dla zbilansow
pradu castek o energiiE . W przypadku, gdy e#é czastek rozprasza sinieelas
tycznie, bilans tendulzie ujemny (tzn. wicej castek o energiiE bedzie wchodz
do powierzchni otaczagej centrum rozpraszgie, n z niej wychodai).

D
I

Ania

ZADANIE

Pokazé, ze calkowity przekroj czynny na rozpraszanie elastgcwyraa
sie wzorem

o= L3 (A Y-sf <T@+
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Pokazé, ze calkowity przekrdj czynny dla rozpraszania nisgleznegc
spetnia wz6t

T =i 2@+ 1-Isf] s 5 3@y

Pokazé, ze dla sumy przekrojow czynnych zachodzi

O ot EJel +Une| - iﬂ (2I +1)(1 RG(S))

1=0

Gorne granice sumowania w paxggych wzorach zale od tego, ile fa
parcjalnych bierze udziat w rozpraszaniu.

Przez bezpwednie wyliczenie udowodéitwierdzenie optyczne:

o, = 4k” |m{¥]

ktére czsto formutuje si nastpujaco: catkowity przekréj czynny réwny jest |(z
doktadnacia do wspéiczynnika) urojonej egci amplitudy dla elastycznego rdz-
praszania w przad.

Pokazé, ze rozpraszaniu nieelastycznemu zawsze musi towaizyszpra-
szanie elastyczne. Jak sma bezpérednio zrozumié, ze tak musi by?

Wskazdwka:

Rozpraszaniu gatek musi towarzyszyzmniejszenie amplitudy waki cza-
stek padajcych, j&li ogladat ja za centrum rozpraszaym, a to mae nasipi¢
tylko na zasadzie...

W sensie akademickim, zagadnienie opisu rozpraazamipomog analizy
parcjalnej sprowadzagsdo obliczenia przesugi fazowych 6| przy zadanym polu

sit rozpraszajcych. Zwykle stosuje siprzy tym metody przyhtone, dostosowane
do konkretnego potencjatu. Przyktady ina znale¢ w podkcznikach Schiffa i
Dawydowd. Nalezy jednak pamita¢, ze robocze zastosowanie teorii rozpraszania
(i ta uwaga odnosi sido calego bigacego rozdziatu) przewiduje zwykle kolejito
doktadnie odwrothx nie znamy pola sit, czyli mierzymy preékczynny i
staramy sj tak dobré model opisujcy pole sit, aby wyliczony dla tego modelu
rozniczkowy przekr6j czynny midiwie dobrze pasowat do wynikow éwiad-
czalnych.

3 Por. Biatkowski G., Sosnowski R.: ,@gtki elementarne”, PWN, Warszawa
1971; 8IV/2.

4 Schiff L. I.: ,Mechanika kwantowa”, PWN, Warszada77.
Dawydow A. S.: ,Mechanika kwantowa”, PWN , Warsza®967.



TRANSLACJE |
OBROTY

W mechanice kwantowej petna informacja o stanieskthi fizycznego za-
warta jest w jego wektorze stav|1l:|—’> (ograniczymy si do konfiguracyjnej przes-

trzeni Hilberta). Przesugtie przestrzenndrénslacja) obiektu o wektordd musi
by¢ w przestrzeni Hilberta odnotowane zmiaHP) - |lP> o ktdrej na razie
niczego nie wiemy.

Przejdmy do reprezentacji paten. Stan obiektu przed jego transkopi-
sany jest funkgj W(X) = (X|W) . Po przesurtiu przestrzennym obiektu o wek-
tor da jego funkcja falowa ulega zmianie: funkci(X) zostaje zagpiona nowy
funkcja W' (X), przy czym

W' (% +dd) = W().

Interesuje nas zmiana funkcji falowej, opigigj obiekt fizyczny, przy jego
translacji, czyli rénica

dW(R) = W' (%) - W(X) = W(% - dd) - ¥(X)
=[w() - Ow a] - w(x) = -0 4.

Mamy wiec:

czyli
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N P e
Operator T; = [1—% pma} reprezentuje w przestrzeni Hilberta opera-

cje translacji o wektordd . Wyprowadzimy teraz postaego operatora dla sko

czonej translacja .
Ograniczymy si na razie do translacji wzdtuosi x o odcinki oznaczane

symbolamia, , bX itd. Przede wszystkim powinno zachadzi

A A

LT =TT =T

poniewa przesunjcie obiektu fizycznego o odcineik, a potem (cigle wzdhy osi
x-6wl) o odcinekbx (lub w odwrotnej kolejnéci) powinno by rownowane jego
przesuniciu o odcineka, +b, .

. L0
Operatoerax = [1—% pxdax} potraktujemy jako poetek szeregu pet

gowego, w ktérym odrzucono wszystkie wyrazy od drgg rzdu w goe. Dla
skaaczonego przesugtia a, poszukujemy operator?ifax W postaci

A _ hd A k
Ta>< - Z tk (ax) ’
k=0
s A . i
przy czym wiemy ju, ze t, =1, orazze t, = —— D, .

Mozemy teraz napisa

00 00 c© N © N
L0, =2.6a 2 th =2, 2 taf b =2 2 b ab.

0 1=0 n=0 s=0 n=0 s=0

Z drugiej strony powinno zachodzi

R R 0 R 0 R n n B
LT =T = Ztn (a,+b)" = Zth(sj a’bh"®
n=0 n=0 s=0

i z poréwnania operatorowych "wspoétczynnikow" pridnakowych paigach
mamy
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a wigc w szczegOInixi dostajemy wzor rekurencyjr‘lg(fn_l = nfn .

A .
Korzystajc z tegoze t, = —% P, , mamy od razu:

Mamy wigc ostatecznie operator translacji wzdasix w postaci

A 2 1 | ~ " n —lﬁxax
Tax =Z—(—E pxj a, —e"’ .

no N!

Podobnie translacje w kierunkach gsiz reprezentowaney operatorami

i i
N -—pya N —pa,
T, =e?””’, T, =e"",

a, a,

aoperator translacji w dowolnym kierunkua ma postéa

pE

i
T,=e?
(operatory sktadowycheplu komutuj, wicc mazemy tak napisg. W niektérych
podrecznikach znajdziemy zapis z plusem w eksponenes: tp kwestia wyboru
konwencji zwrotu wektora przesusia od starego obiektu do nowego (jak u nas)
lub odwrotnie.

Zauwamy, ze operator translacji jest unitarny:
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Podobnie dowodzi sj ze operator odpowiedzialny za nieskaenie maty
obrot obiektu fizycznego wokét oldlenego w zwyklej przestrzeni tréjwymiarowe;j

wektora jednostkowegfi o kat d@ ma posta

[ Mida ,

Q
—_
=]
=3
Q
S—
I
=>
S| —

Zas operator skaiczonegabrotu o kat @ wyraza sk wzorem

i~
-—LBa

O(n,a)=e"

ZADANIE

Sprawdzt, ze wszystkie operatory translacji (i podobnie wszgsbperatory
obrotéw) stanowa grupe wzgledem sktadania przeksztaice

Przyja¢ bez dowoduze zlazenie dwdch obrotéw w przestrzeni trojwymia-
rowej jest obrotem. (Do tego zagadnienia wrocimpstatnim zadaniu, na kou
rozdziatu.)

Czy grupa translacji jest przemienna? A grupa d@wdt(por. ostatnie zadp-
nie w tym rozdziale.) Znak€ bfad w nas¢pujacym rozumowaniu:

Rozwaamy dwa obroty reprezentowane w przestrzeni Hitheperatorami:
é(ﬁ1,¢1) , é(ﬁ2,¢2). Operatory te komutaj poniewa

é(ﬁ1’¢1)é(ﬁ2’ ¢2) = e_i?:ml%e_%l:2¢2 = e_i?:[(:ﬁﬂ}frﬁjﬁ?)

— e‘lgﬁ[(:ﬁz‘ﬁz"ﬁﬁl) — e‘lgﬁﬂjze‘lgﬁih

= 0(ri,, 4,)0(fi,.4,)

—i—[¢ im @ Sy i+
Wskazowka: Zbadawzor € 7 e 1 = g 412
obydwie jego strony w szereg do drugiegediz wiacznie.

rozwijajac

Elementy grup, o ktérych mowa w zadaniu, nhumerowsn@arametrami
ciagtymi (katami obrotu i wspotrgdnymi wektora jednostkowego w przypadku gru-
py obrotéw a wspétednymi wektora przesuetia w przypadku grupy translacji).
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Grupy tego rodzaju nazywangrupami Liego, z& operatory wysipujace w wy-
ktadnikach eksponeng ®lementamalgebr Liego.

Operatoryiif“zfl (czyli w przypadku grupy translacji operatq%, a w przy-

padku obrotéw operatok ) nazywamygeneratorami odpowiedniej grupy Liego.
Obydwie opisane wej transformacje rozwglismy w wersji czynnej, to

znaczy przesuwdliny lub obracalimy obiekt fizyczny wzgidem uktadu odnie-

sienia € , €, €. Wspominamy o tym, poniewaizej odniesiemy sido biernej

wersji tych transformaciji.

Wynikajaca z hermitowskéi generatoréw unitarsé operatoréw repre-
zentupcych translacje i obroty jest ich cechieprzypadkow. Wiemy bowiemze
tylko transformacje unitarne gwaranfujiezmienniczé¢ iloczynu skalarnego do-
wolnych dwéch wektorow w przestrzeni Hilbertazele wiec mamy dwa wektory
|®), |W) w przestrzeni Hilberta, odpowiadag dwom stanom jakie§mbiektu
fizycznego, to ich iloczyn skalarny nie powinieg gmienia, kiedy dokonujemy
przesungcia lub obrotu tego obiektu. Aby to zrozudievystarczy wyobrazisobie
bierng wersje wykonywanych transformacji: obiekt fizyczny pozstamy w spo-
koju a odpowiedniej transformacji dokonujemy naauldie wektorow bazowych

€. €, €,z tym,ze przesuwamy lub obracamy w przeciwnym kierunkuwyv
niku tak wykonanej transformacji, kcowa relacja neidzy obiektem fizycznym a

trojwymiarowg baz jest taka sama, jak w przypadku transformacji oeynJednak
tym razem obiekt fizyczny nie ulegadnej zmianie, w szczegdkw zmianie nie

ulegaj wektory | ®) , |W) a wiec ich iloczyn skalarny nie zmieniesi

ZADANIE (dla dociekliwych)

Pokazaé, ze bierna transformacja wykonanaswiecie trojwymiarowym in
dukuje biern transformagj w przestrzeni Hilberta (jako bazy w przestrzeni- Hi
berta mana na przyktad zy¢ wektor6w wkasnych operatora paémia).

Na koniec warto podkgé¢, ze przedstawiiimy tu tylko dwa przyktady grup
symetrii, jakie wysipuja w mechanice kwantowej. Temat jest znacznie szerszy
wystarczy wymierd grup Lorentza-Poincarego zwdary z dowolndcia wyboru
inercjalnego ukladu odniesienia, czy grupy unitany&orzystywane w zvizku z
klasyfikach czastek elementarnych.

Bardzo skrotowo potraktowadiny tez zagadnienie reprezentagjiupy ob-
rotbw w przestrzeni konfiguracyjnej . Przestrzeniamireiikowalnych repre-

zentacji tej grupy (patrz definicja na str. 194pplg sic by¢ (21 + 1) -wymiarowe

podprzestrzenie rozge na wektoracl+| ,m>, m=-l,...,l, gdzie transformacje
obrotow opisywane asmacierzami unitarnymi o rozmiarac{2l +1) X (2 + )



188 15. Translacje i obroty

(tzw. funkcje Drln,m'(ﬁ’¢) 1). Zainteresowanych odsytamy do bardziej specjalis-

tycznych opracow.
Rozwizmy jeszcze zadanie, ktére zapozna nas z reprergmamtow w
dwuwymiarowej przestrzenE , odpowiadajcej spinowi potowkowemu.

ZADANIE

Wychodzc od ogélnej formuly na operator obrotu reprezeaioyww 2
wymiarowej zespolonej przestrzeni spiuunitarnym operatorem

~ Stig
(

iz A~
O(ﬁ,¢) =et gdzieS=S,,5,,S, - por. rozdziat 8)
wyprowadzé trzy macierze unitarne reprezeatg® w bazie{| +>,| —>} operatory
obrotow wokét osk, y, zo katy — odpowiedniod , 3, y .
Uwaga: kty @, [, y nie @ katami Eulera, o ktérych jest mowa w przy-
pisie 1!

Rozwigzanie:

1W literaturze funkcjeD,'nym, podaje si zwykle w zalenosci od katow Eulera @ ,

B.y.
2 7alewski K.: ,Wykiady o grupie obrotéw”, PWN, Wsrrawa 1987.
Brzezowski S.: ,Spinory”, skrypt UJ, 1995.
3 Okreslenie reprezentacjai jego pochodne aywane jest w fizyce w dwoch zna-
czeniach i podobnie jest w tale tego zadania:
. Po raz pierwszyaylismy go w nasfpujacym znaczeniu:
Grupa obrotéw wykonywanych w przestrzeni trojwyroigej (grupa
0(3)), jako zbiér elementéw z olstena "tabliczka mnazenia”, mae by
rozwazna jako struktura catkowicie abstrakcyjna, w odenwand czynno-
$ci obracania obiektéw w przestrzeni trojwymiarowegk ja zreszi rozu-
mieja matematycy. Zbiér operacji potocznie nazywanyctotami jest ju
tylko jedma z mazliwych realizacji tego abstrakcyjnego zbioru jego re-
prezentagf w trojwymiarowej przestrzeni wektorowej. Jednakwinge
uprawniom (inna) reprezentagjbedzie zbiér operacji realizagych obroty
np. w przestrzeni Hilberta: obiekt obrécony w ttzegymiarach bdzie
opisany innym wektorem stanu w przestrzeni Hilhenta obiekt nieobro-
cony.
Czasami #ywa sk terminu "reprezentacja” dla oklenia samej prze-
strzeni, w ktérej dziata grupa, ale ta jiestzargon.
. Po raz drugi gylismy go w znaczeniu macierzy reprezeatej dam ope-

racie (lub wektor) w ustalonej bazie. W innej bazie gtnamy inne macie-
rze, czyli inr reprezentaej
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Szukamy macierzowych reprezentacji trzech operator6

Lay

ofe.a) =7, ole.)=c¥, Ofeus)=e"

Obliczymy reprezentagj pierwszego z nich. Zapisujemy go w postaci w
szeregu

i korzystamy z tegoze reprezentacja sumy (iloczynu) operatoréw jestas(ito-
czynem) macierzy reprezergaych te operatory (reprezentagyperatoraS, w

oea)=23-H B =2al-3C J-

Oddzielamy w powyszej sumie skladniki "parzyste” od "nieparzystych"

(10
= 0 otrzymujemy

n(0 1
postaci macierzy—( znajdziemy w rozdziale 8)

01
korzystajc z tegoze 10

_i 1 (_iaj%(o 1j2k +i 1 (_iaj2k+1(o 1j2k+1
=L 2k)I\ 2/ (1 0 S(2k+Y\ 2 1 0

o a3 -0 deaind
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a . a
cos— - sin-
2 2

. a a
—-isin— cos—
2 2

gdzie do trzeclmacierzy Pauliegowymienionych na str. 102 dgzylismy czwarg

0.~y §
macierzg, = 0 .

Podobnie dla pozostatych dwdch operatorow otrzymamy

B B
cost - si
O(éy,ﬂ)zatcosé—iay sirf = E, 2|
2 2 sin— cos’é
2 2
_iY
O(&,.y) =0, cos/ —ig, sik=|€ " 0|4
2 2 Lo ez

Reprezentacja obrotu wokoét dowolnego wektdra kat @ ma postéa

¢ 4

o(A,¢) = o, cosE—ia'Eﬂi sinE.

ZADANIE

Postugujc sk ostatnim wzorem udowodhize w wyniku ztaenia obrotow
O(ﬁl,¢l) z obrotemO(ﬁ2,¢2) (najpierw wykonujemy pierwszy obrét) otrzy-

mujemy obrétO( N, (D) , gdzie

cosd = co®, cog,—n, [N, sig, s,

4 W podecznikach spotkamazemy odpowiedniki obliczonych tu trzech macierzy,
w ktorych na miejscachakow @, [, y wystpia katy —a@, =, =), co odpo-
wiada zmianie znakdw wszystkich sinusow i przestawi eksponent na przgkej
trzeciej macierzy. Jest to zywgane ze swobadwyboru konwencji ustanawigjej
kierunek obrotu. Nasze wzory odpowiagagynnemu obracaniu obiektu fizyczne-
go o odpowiednie dty "w prawo", czyli np. w przypadkuaka @ obracamy obiek-
tem wokét osix w kierunku od osy do osiz.
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Nsin¢=ﬁlcos% sirﬂ%+ﬁ2 cogzl s'+£2i+ﬁ2><ﬁl

Jak z tych wzoréw widanieprzemienng& grupy obrotow?

s sz
2

2

Wskazéwka: Dla macierzy Pauliegavt,ax,ay,aZ zapisanych jak

0,,0,,0,,0 ; mazna dowigé, ze dla K, j,| przyjmupacych wartdci ze zbioru

1,2,3 zachodzi:

0,0;,=0,0,+i€,0,.

O







SYMETRIA —
CALKI RUCHU —
DEGENERACJA

Zwiazek symetrii z calkami ruchu przedstawiy juz w rozdziale 13. Po
przestudiowaniu rozdziatu 15 memy do tego dodastwierdzenieze catkami ru-
chu s3 generatory tych grup przeksztatée wzgkdem ktérych Hamiltonian jest sy-
metryczny.

Teraz natomiast zajmiemyestwiazkiem, jaki zachodzi mdzy symetria i
degeneracy. Najpierw oméwimy go na przyktadzie grupy obrotguatem przy-
toczymy sformutowanie tego zawiku w ogdélnej postaci.

Symetria wzgldem grupy obrotdéw oznacza sferygzsymetre potencjatu.
Wynika z tegoze znikap komutatory generatoréw tej grupy z Hamiltonianem

[ﬁxyyyz,ﬁ] =0,

0 czym ju pisalsmy na pocatku rozdziatu 7, czylze Hamiltonian komutuje z uni-
tarnymi operatorami reprezerdaymi w przestrzeni Hilberta obroty wykonywane
w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Rozwamy dowolny wektor W+asniln> Hamiltonianu do wartai wtasnej E,,
H[n) = E,[m)
i wykonajmy na nim dowolny obrét

—Llfa

ny.

Oznacza toze obiekt fizyczny, bdacy w stanie opisanym w przestrzeni Hil-
berta Wektoren1 n> , obrécono wéwiecie tréjwymiarowym wokaét wektordi o kat

a . (Nie ma zwazku migdzy Wektorami| n> i A
tatwo pokaza, ze

Hl ) =&l ).
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czyli ze wektor przeksztatcony dowolnym operatoremetym z reprezentacji gru-
py obrotéw jest nadal wektorem witasnym Hamiltonialwutej samej wartai wha-
snej, a wgc wraz z wektorem wygiowym naley do tej samej podprzestrzeni de-
generacji Hamiltonianu. Stwierdzamyewj ze grupa symetrii Hamiltonianu dziata
na pewno wewstrz kazdej z jego podprzestrzeni degeneraciji.

W spos6b kompletny zagadnienie to ujmuje tlemat Schura zgodnie z
ktorym macierz komutafa ze wszystkimi macierzami dowolmagredukowalnej
grupy macierzy, musi by wielokrotndgcia macierzy jednostkowej. Aby wyjai¢
zwigzek tego lemmatu z omawianym zagadnieniem musirpiera wyjasni¢, co
to jest nieredukowalna grupa macierzy, albo co na jedno wychodzi— nie-
redukowalna reprezentacja grupy:.

REPREZENATACJE REDUKOWALNE
| NIEREDUKOWALNE GRUPY

Grupa liniowa, dziataic w jakieg przestrzeni, mee wybierd w niej pod-
przestrzenie niezmiennicze(Dla ustalenia uwagi: interpretujmy tu przekszéslia
grupowe czynnie). Na przyktad grupa obrotéw wokstalonej osi przechodeej
przez pocatek uktadu odniesienia, realizowana w zwyklej ptzEni 3-
wymiarowej, ledzie dziatata wewstrz ptaszczyzny prostopadiej do tej osi i wew-
natrz prostej rownolegtej do tej osi: k@dy wektor réwnolegly do tej ptaszczyzny
bedzie przeksztalcany (bo interpretujemy czynnie)imgy, ale té rownolegly da
tej ptaszczyzny, a kaly prostopadly (czyli réwnolegly do osi) na wekimosto-
padly. Méwimy,ze 3-wymiarowa reprezentacja grupy obrotéw wokoalaostej os
jestredukowalna: przestrzé tréjwymiarowa da si przedstawd jako suma prosta
dwadch przestrzeni, z ktérych k@ stanowi odibng przestrzé reprezentacji roz
wazanej grupy. Wdzyku macierzy wygida to tak:

Jezeli baza zostata wybrana ,byle jak” w stosunku dtalonej osi obrotow,
to macierze takich obrotoweta ortogonalnymi macierzan®x 3 i przeghdajac je
trudno lzdzie zauwayé¢, ze reprezentacja jest redukowalna. Sprawa wyjdzi@w
dopiero wtedy, kiedy ktoustawi baz tak, aby na przyktadsa byta réwnolegta d
osi obrotéw. Odpowiednio przerobione macierze repméaciji przyjm wtedy po-

R

a b O
st&¢ | c d 0. Wigkszy blok, o rozmiarachx2, jest odpowiedzialny za opis
0 0

obrotow w ptaszczinie (x,y), a jedynka opisuje trywialne transformacje weétof
réwnoleglych do osz. Mowimy, ze przestrzé tréjwymiarowa okazuje siprze-
strzeny redukowala w stosunku do grupy obrotéw wokét ustalonej osdapads
sie ha sum prost, dwoch przestrzeni, w ktérychzudziatap reprezentacije niere-
dukowalne. (Ta réwnolegta do o< jest przypadkowo przestrzenieprezentaci
trywialnej — catej grupie odpowiada jedynka.)

Macierze Rkdace wielokrotngcia macierzy jednostkowej komutyjze
wszystkimi macierzami iasto jedyne macierze o tej wlasma Odwr&Emy za-
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gadnienie: zadajemy jakizbiér macierzy i szukamy macierzy komuatyjch ze
wszystkimi macierzami tego zbioru. Jest jasteejm wiekszy jest wybrany zbior,
tym na og6t mniejszy dulzie zbiér macierzy komutagych z macierzami zbioru.
Lemat Schura méwie jezeli ten wybrany zbiér jest nieredukowalreprezentagj
jakiejs grupy, to poszukiwana macierz seoby¢ juz tylko wielokrotndgcia macierzy
jednostkowe.

Wr6¢my do grupy obrotéw.

Rozwamy obiekt fizyczny, ktérego stan opisany jest wastezeni Hilberta
wektorem| [ m>. Obr&my ten obiekt w dowolny sposdb. Nowy wektor, opisyij

stan tego obiektu po obrocie, uzyskamy dzigtaja wektor||,m> operatorem

~ L

O=e? , gdzie wektor i kat @ odpowiadaj obrotowi wykonanemu w
trzech wymiarach.

) e )
Nietrudno pokaza ze nowy wektore " |I,m> jest nadal wektorem wtasnym

operatora 2 do tej samej wartai wiasnej #°1(l +1) , chocia na ogot nie jest
juz wektorem wtasnym operatord;_z, €O nie powinno dziwi Dowodzi sg, ze
(2| + ])-wymiarowa przestrzerozpkta na Wektoracﬂl,m> dla ustalonegd i

dla mD(—I ,...,I) jest przestrzeninieredukowalnej reprezentacji grupy obrotéw

i dlatego widnie, na mocy lematu Schura, przestrzenieytpaglprzestrzeniami de-
generacji kadego sferycznie symetrycznego Hamiltonianu.z®lst jednak zda-
rzy¢, ze sferycznie symetryczny Hamiltonian jest dodatkgeszcze symetryczny
wzgledem jakie§ wickszej grupy przeksztalie zawieragcej grug obrotow jako
Swoja podgrug. Moze sk wtedy okazé, ze podprzestrzenie rozgpé na wektorach
||,—|>,...,||,|> s "za ciasne" dla tej grupy: grupa wyprowadza pozapod-
przestrzenie i trzeba dla niej szakeigkszych podprzestrzeni (ktére dopierope!-
nymi podprzestrzeniami degeneracji Hamiltonianuwkiadnie tak sytuacg napo-
tkalismy w atomie wodoru: petna grupa symetrii jego H#onilanu zawiera grup
obrotow trojwymiarowych zaledwie jako swgpodgrug: grupa symetrii jest wk-
szd i stad podprzestrzenie degeneracjii s- jak widzielismy w rozdziale 7 —
wicksze od tycf(2| + ZI) -wymiarowych, o ktérych byta mowa vig;.

ZADANIE

Rozwamy dowolny wektor wiasny operatora kwadratu momexiu i je-
go z-owej sk+adowej| [ m>. Obiekt fizyczny, ktdrego stan opisany jest w grze

1 Schiff L. I.; ,Mechanika kwantowa”, PWN, Warsza@77, rozdziat 7, §30.
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7
trzeni Hilberta tym wektorem, obéthy teraz wokét osiy o kat E (albo o lat

7
——), W wyniku tego obrotu, nasz obiekt fizycznydzie ustawiony w stosunku

do osix tak, jak przed obrotem byt ustawiony w stosunkwdiz (dla kata —g —

16. Symetria — caiki ruchu — degeneracja

odpowiednio odwrotnie). Pokagzaze po takiej operacji hasz obiekt opisany jest

wspolnym wektorem whlasnym operator(’)lﬁ i |:X do wart@ci wtasnych (odpo-

wiednio) 7%1(1 +1) i +Am.

berta operatoren) = € "

Rozwigzanie:

7
Obro6t wokot osiy o kat a = iE reprezentowany jest w przestrzeni Hil-

e[
Pozostaje podziaiaoperatorami|:2 i I:X na Wektoré||,m>:
2O, m) = OL%1,m) = O A (1 + |1, m) = 2A(1 + )1, m).
4 operatoremliX zadanie jest nieco bardziej skomplikow&ne

Chcemy pokazg ze (dla przejrzystii rachunku poteymy 7 = 1):

C e_iﬁy(12)|l,m> = ame [

X

m)..

W tym celu wystarczy pokazaze

Oznaczamy

2 Dwa efektowne rozwrania tego zadania, ktore tu prezentujemy, podali —
odpowiednio — dr Leszek Hadasz i dr Paweddi¢yn z Zaktadu Teorii Pola Insty-
tutu Fizyki.
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czyli funkcja f (a) spetnia réwnanie oscylatora harmonicznego

da?

d2f
=-f(a).

Mozemy wkicC napisa:
f(a) = Acosa + B sina .

Warunki ,pocatkowe”:

i stad:
f(a)=L,cosa +L,sina.
. 7 . . :
Po podstawieniu¥ = iE otrzymujemy oczekiwany wynik.
Dla zainteresowanych — inne rozwanie:
Korzystamy ze wzoru prawdziwego dla dowolnych ofmdaw liniowych
A, B:

e BeA :é%[A,[A,[A,._[A, é]”..]z |§+I1![A, é]+% A[A]+...

A

Wybieramy A = iI:ya', B=L, iotrzymujemy:

X
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iLa

eyLey

=C, +—[|L a,(,]+ [lLa[IL a,l ]]

|La[|La[

_ o 1 _." 1 . 20 1 . 3 _."
—Lx+i|a( ILZ)+Z(W) Lx+§(|a) (-iL,)+...

=L (1+—(|a) += (|a) +, )
I:Z(—(—i)ia+§(—i)(ia)3+§(—i)(ia)5+..J
1 1 ~ (1 1 1
R )“(1.”‘5“ fga )
osa+L sina .

1
>
x

O / \



ZABURZENIA
NIEZALEZNE OD
CZASU

Omawiapc przyblizenie Borna przytoczydimy argumentagj wiasciwa dla
rachunku zaburzen (rachunku perturbacyjnego). Stosuje s ja w takich przy-

padkach, w ktérych do dobrze zbadanego HamiItonilaAigu dla ktérego potrafimy

rozwiazat réwnanie Schrodingera, dodajemy potencjat odpoayiag jakiemu
stabemu oddziatywaniu, co skutkuje niewigmiary wektoréw wtasnych operato-
ra energii i drobnymi poprawkami widma jego wadowtasnych. Dobrym przy-
ktadem mae tu by atom zanurzony w stabym zegirenym polu magnetycznym.

Ograniczmy si do stanéw zvvjzanych| m> Hamiltonianu I-AIO (zaktadamy,

ze Hamiltonian I-AIO posiada takie stany)
Ho|m) = E,|m).

Skupimy teraz uwagna konkretnym wektorze W’rasnyh‘n> oraz odpowia-
dajacej mu wartéci wtasnej E,, Hamiltonianu niezaburzonego, i postawimy sobie

zadanie znalezienia zmodyfikowanego wektora w%asdé@) i odpowiadajcej

mu wartgci wiasnejW Hamiltonianu zaburzonegl§| = I—A|O +AH", gdzie

H W) =W W).

Za chwik przekonamy sj ze rozwhzanie tego zadania jest stosunkowo pro-
ste w sytuacji, gdy warfé wiasna E | jest niezdegenerowana. Dlatega peraz

zalazymy brak degeneracji niezaburzonegego poziomu energii. Przypadek z
degeneragjrozwazymy oddzielnie.

Bezwymiarowy paramettd odpowiedzialny jest za tare oddziatywanie

opisywane HamiltonianemlH" jest stabe, co sprawize maj sens rozwinicial

1 Kolejne indeksy w oznaczenia4:HJl> , |L|J2> , |LIJ3> ... hie numerwj kolejnych

wektréw wiasnych Hamiltonianu, tylko kolejne popka do wybranego wektora
wlasnego
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| W) = W) + A| W) + | W, )+ W) =|m),

W =W, + AW, + AW, +...; W, =E,.

Wstawiamy te rozwinricia do réwnania wkasnego

(Fo + AR wo) + AWy ) = (W + AW+ )W + A W)+ .)

i przyréwnupc wyrazy stojce przy tych samych pgiach parametril otrzymu-
jemy ser¢ zwigzkdw

('qo —V\/0)| LPo> =0

('qo —V\/0)| LP1> = (Wl_ I:|) qu>

(o~ ) w2 = (0~ )| wy +w)w

(Fo ~ W)y = (W, ) +wlw) s wjw ).

Nizej bedziemy s¢ wielokrotnie odwotywa do tego uktadu réwnmawska-
Zujac na "réwnanie pierwsze", "réwnanie drugie" itd.
Stan w%asny| LP) petnego Hamiltonianu "sktadae$ize stanu niezaburzo-

nego| LIJ0> i poprawki | LP) —|LIJ0>, ktora w kolejnych, coraz lepszych przyleh
niach ma post‘a/1|LIJl>, albo A|LIJ1> +/12|W2> itd. Jezeli chcemy, aby kolejne
przyblizenia wektoral LP) , czyli wektory

(W), |Wo) +A|W), |Wo) +A|W) + W,  itd.

byly znormalizowane z blem nie wgkszym, ni rzedu N (zaktadamy oczywi
cie, ze wektor |qu> jest znormalizowany), to wystarczy nayo warunek

<LP0| LPS> =0dla Wszystkich| WS> .

ZADANIE

Udowodni prawdziwagé ostatniego stwierdzenia.
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Wszystkie wypisane wej zwiazki mnazymy skalarnie (lewostronnie) przez

wektor ‘ LPO> . Po lewej stronie otrzymujemy zera (dlaczego?)pNagktad ostatnie
wypisane réwnanie zrodzi zyaek:

0= (W, - Fw,_,) + 0.+ 0+ W (W W)
i stad
W= (WA, = (A, ).

Wynika std, ze chac obliczy¢ S-ta poprawk do energii, trzeba wcgeiej
pozn& (S-1)-sz poprawk do wektora stanu, czyli che miet energé do rzdu S
wtacznie, trzeba zriapoprawki do wektora stanu doedu S — 1 wiacznie.

Szukamy wgc pierwszej poprawki do wektora stanu:

) =S,

czyli szukamy wspc')+czynniké\,§k‘ lP1> .

W tym miejscu wskazana jest dbza dygresja, ktdriednak mana pominé
W pierwszym czytaniu.

Powyzsze rozwingcie Wektora‘ ‘-P1> w bazie zlaonej z Wektoréw{ k> wy-
maga gwarancjize ten uktad wektoréw, odpowiaday stanom zwizanym opef
ratora H,, jest zupetny w stosunku do Wekt0|rH—’>, a wkC w szczegOlngei w

stosunku do pierwszej popraw‘<NJl>. Uktad wektoréw{| k>} odpowiadajcych

calej dyskretnej aci widma operatora hermitowskiegjoAl0 jest zupetny w przes

trzeni wektorow normowalnych czyli odpowiadeych stanom zwizanym. Mae
sie jednak zdarz§, ze nawet stabe zaburzenie przemienia stanzamy w niezwi-
zany.

Rozwamy na przyktad atom wodoru umieszczony w stabynmgeddnym
polu elektrycznym. Poprowachy prosi przechodaca przez adro atomu rowp
nolegle do tego pola i wykékny potencjat ogidany wzdtu tej proste;.
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V(}") A

Wykres ten powstaje oczysdie jako suma dwoch wykreséw

.

(bo potencjat jest addytywny), przy czym nachylepiestej na wykresie drugim

jest tym mniejsze, im stabsze jest zetwmne pole elektryczne.

Rozwamy ustalony poziom energetycziMy) w atomie niezaburzonym.|Z

powyzszego wykresu wida ze jakkolwiek stabe dzie pole elektryczne, to dl

dostatecznie diej odlegtéci od jadra (na rysunku — w prawo) przeimaowo stabe

pole elektryczne zaden elektron w atomie zanurzonym w takim polujeg cal-
kowicie zwiazany.

Przypomina to sytuagjopisam w zadaniu na stronie 29 z odsytaczem
zadania 11 w zbiorze Fligge-Marschalla. Kto niebitrtego wczéniej, powinien
teraz przestudiowato zadanie. Niezupetna szczeladariery oddzielajcej elek-
tron w atomie od otoczenia sprawie, pojawia si skaiczone prawdopodohistwo
tego, ¥ elektron zostanie przez pole elektryczne wyrwamgamu. Roéwnoczmie,

ostry przed wiczeniem pola elektrycznego, pozioky, ulegnie (oprécz przesusi

a

do

cia do wartéci W) rozmyciu w tym sensieze obok przypadkow z elektronami|na

poziomie W pojawh sie mniej prawdopodobne przypadki elektronow o inny
chocia bliskich energiach.

W dalszym cigu zataymy jednak,ze pole zaburzage jest takie,z stany
Zwigzane pozostajstanami zwizanymi.

Dla k = m wiemy, ze <m‘ lP1> =0, poniewa wszystkie (a wic i pierw-
sza) poprawki s prostopadte do wektora poprawianego. Szukangg wispotczyn-
nikéw <k‘ LIJ1> dla K # m. W tym celu drugie réwnanie magmy lewostronnie

przez| k) i otrzymujemy

ch,
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(KIF, ~Wg,) = (ko

czyli

(K, ~.10) =)

czyli ostatecznie (i tu wkaie potrzebne jest zatenie o braku degeneraciji)

<k‘ LIJ1> = <Ek‘ "i@ dla kadegok # m; <m\ qu> =
m k

Stad wektor stanu obliczony z doktadioi do pierwszego krlu ma posta

\w‘”>5\wo>+A\wl>=|m>+az|k>M.

Z tego samego (czyli drugiego) rownania otrzymujerdyazu
W = (i im)

czyli
W = E+ AW = E, + A(mfFm).

Zakaaczylismy obliczenia wpierwszym rzedzie rachunku zaburzei i
przechodzimy dazedu drugiego. Postpujac podobnie, jak poprzednio, otrzymu-
jemy (znowu korzystamy z zatenia o braku degeneracji pozionzj,,):

W, = (nfHiw,) = m|H{Z|k<k‘ ‘mq WH )

k#m Ek k#m E _E .

Szukamy poprawki“P2>. Mnozymy wiec trzecie réwnanie przeik>

(k #m), co daje

(KE, —Eqft) = (k- il
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()= =g (= (i)

Podstawiajc tu obliczoma wyzej pierwsa poprawk ‘LIJ1> otrzymujemy po
krétkim rachunku:

Kw,)=3 (KA n)(rjFim) _<k\ﬁ'\m><nm'\m>'

w(En-EJE-E)  (E.-E)

gdzie w drugim sktadniku nie ma sumowanialfpo Oczywicie <m‘ LIJ2> =0.

Podsumowujc, mamy wec w drugim przyblieniu nastpujace wyraenia
dla wektora wlasnego i wadi wtasnej:

‘W(Z)> =[m) + A‘W1> + "Z‘q“'2>

A N N

, KIHn) niH'Im kiHm n*HA'
4 Z|k< Z:(|<Em_Ek>)<(Em_E>n)_< (Em>_<Ek)2 ’

kzm n#m

(pamktamy o tym,ze wektor ten na ogotddzie zle znormalizowany i wymaga po-

nownego unormowania)
o k)
W(Z) = Em +A\/\!L +A2V\é = Em +)l<n‘<H ‘m> +/12;nﬁ.

2

tatwo sobie wyobrazi ze dalsze rady rachunku zaburzezaowocuy je-
szcze bardziej zimnymi wzorami, ktérych wyprowadzenie niedzie jednak wy-
magato pokonaniaadnych nowych istotnych trudfa.

Pozostat nam do rozwenia przypadek degeneracij.
Wypiszmy wektor wiasny operatora energii obliczanydoktadnécia do
pierwszego rgdu:
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W) =[m)+2> | k>—<Ek‘H_‘:> .

k#m

W przypadku gdy poziomE jest zdegenerowany, suma veystjaca w

powyzszym wzorze zawiera osoblié@ dla tych wartéci parametruk , dla kto-
rych wektory|k> naleza do podprzestrzeni degenerdciiwiazanej z wartécia

wiasry E, Hamiltonianu niezaburzonegbAio. Nietrudno zauway¢, ze podobne
osobliwaci wystapia w pozostatych wzorach.

Zatdzmy wicc, ze dla pewnej warkei parametruk , na przyktad diak =1,
zachodzi E, = E,, (czyli — dla uproszczenia — zaktadamy podwdftegenera-
cje poziomu E,). Osobliwd¢, ktéra w powyszej formule pojawia giw sktadniku
odpowiadajcym K =, uniemdliwia obliczenie sktadowych pierwszej poprawki
~sownolegtych” do przetrzeni degeneracji (tu — ,ndoveglej” do Wektora||>) na
podstawie powyszego wzoru.

Wiemy juz, ze degeneracja nie by zwiazana z symetgiHamiltonianu (tu —
operatoraH,). W przypadku, gdy operatadH' nie posiada tej symetrii, ktora
spowodowata degeneracjnalezy sie spodziewd, ze po whczeniu zaburzenia opi-
sanego HamiltonianemH', degeneracja zostanie ustiai Oznacza taje zamiast
jednego poziomu energetycznedn,, pojawh si¢ dwa poziomy (dwa, bo rozwa-
zamy podwoéjn degenerag), na ogét nieco réniace s¢ od E. oraz — co naj-
wazniejsze — raéniace sé miedzy sol. Poziomom tym odpowiadabeda dwa
wektory wlasne zaburzonego Hamiltoniad , ktére kgda tym blizsze pewnym
dwdm wektorom z przestrzeni degeneracji, im staliiggeie zaburzenie, i ktére w
sposo6b cigly przejdy w te dwa wektory, jgeli rozwazymy ciag przypadkéw z co-
raz stabszym, zmierzagjym do zera zaburzeniem. Nalee do przestrzeni degene-
racji wektory graniczne, o ktérych tu piszemy, rpeazve wektoréw dopasowa-
nych do zaburzenia. Istotne jest, aby zrozumi® wymienione wyej, rozpinagce
podprzestrzé& degeneracji wektori/|> i |m> nie s na ogét wektorami dopasowa-

nymi do zaburzenia, poniewaa one dowolnymi dwoma prostopadtymi do siebie
wektorami wybranymi w przestrzeni degeneracji wieghly nie bylo jeszcze zabu-
rzenia. O wektorach dopasowanych wiemy jednak nenpeze musz by¢ one
kombinacjami liniowymi wektorc')v+|> i |m>

Stoimy wiec przed zadaniem wypracowania metody znajdowaniaréaes-
trzeni degeneracji) wektorow dopasowanych do zamiaz B:da to te wektory,
ktore po whczeniu zaburzenia dozmainodyfikacji o normie rzdu A a nie rzdu

2 Przypomnijmyze podprzestrzedegeneracji jest przestrzersiktadajca i z
wektoréw wiasnych przynataych do danej zdegenerowanej wéctaviasnej.
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jedynki. Powysze uwagi mzna tatwo uogélri na przypadek degeneracji wielo-
krotnej.

Pozostaic przy przykladzie z degeneracfiwukrotry, szukamy w przes-
trzeni degeneracji dwdch wektoréw dopasowanych atmizzenia. Wektory dopa-
sowane musgby¢ postaci

W) =a,|m) +al),

a naszym celem jest znalezienie dwoch kompletowotsginych (@,,, @) od-

powiadajicych tym wektorom. Ogolnpost& wektora dopasowanego wstawiamy
do drugiego ze zwzkow na stronie 200 i rzutujemy go (ten zmek) obustronnie

na Wektory| |> i |m> . Dostaniemy ad réwnania na wspotczynnikd,, a,, ktore

doprowadz nas do wektoréw dopasowanych do zaburzenia. Zaminepro-
wadzimy odpowiedni rachunek, sprobujmy zrozumaaczego podstawienie wek-

tora | LP0> do drugiego réwnania pozwala wyznacayektory dopasowane.
Odpowied jest nasipujaca: drugie rownanie, ktore tu wykorzystujemy, za-
wiera (podzielone przed ) wszystkie te sktadniki rownania Schrédingeraréts,
wyrazeniami matymi rzdu A . Aby tak byto w istocie, w szczegokw aby pierw-
sza poprawka do wektora stanu byta wgrdem rzdu A , Wektor|l+’0> musi by

dopasowany do zaburzenia. W przeciwnym bowiem wipadiaczenie nawet naj-
stabszego zaburzenia taoégo symetd bedaca przyczym degeneracji sprawke

niedopasowany wektofLP0> bedzie musiat dopasowasic do zaburzenia a to
0znaczaze poprawka d(+ LP0> nie kedzie rzdu A, tylko bedzie wektorem o nor-

mie porownywalnej z jedyrk Wstawienie Wektore+l+’0> wymusza Wwc na nim

jego dopasowanie do zaburzenia.
Wréémy do rachunkdéw. Wiej opisane zabiegi owoeuyvzorami:

(Fo~We)1 ) = (e - ) + )]

czyli

(mi{Fly ~Wg) ) = (W, (mlF ), ~ (i,
([ ~We) ) = =0, + (W~ [F1)a,

Lewe strony ostatnich dwoch rownadwne g zeru. Dostajemy wt ukiad
rownai jednorodnych na wspotczynnild,,,,
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((mlFm) - w)a,, +(mAr|1)a, =0,
(1A ma, +((1A71) -w)a, =0,

przypominajcy reprezentagjréwnania wiasnego operatoigl' w bazie ztéonej z
wektoréw|m> i ||>

Wynika z tego,ze pierwsze poprawki do energi sartagsciami wkasnymi
hermitowskiej macierzy

{<m|ﬁ'|m> <m|F"|'>j_

(IR (HR)

Po standardowym rachunku otrzymujemy dwie wéaitpierwszej poprawki

do energii ', = <m|F|'|I>)

1

W ZE[(H'mm"'H'”)i\/(H'mm—H'“)z +4{H'm|2]

W przypadku, gdyH' . # H',, lub gdy H', # O (czyli gdy wyrénik
odpowiedniego rownania jestady od zera), dostajemy dwiezrte wartdci pierw-
szej poprawki i dwa konkretne wektory dopasowanepri@éciwnym wypadku ma-
my sytuact, gdy pierwszy rzd rachunku zabur#enie usuwa degeneracji. M@ to

by¢ spowodowane tymze operator AH' opisupcy zaburzenie posiada tama
symetri, co Hamiltonian niezaburzony; w takim przypadkbwaenie degeneracji
oczywicie nie usunie. Mze jednak te by¢ tak, ze zaburzenie tamie symetra
pomimo to w pierwszym edzie (lub w pierwszych kilku edach) degeneracja nie
zostanie usurta. W takim przypadku natg liczy¢ poprawki w wyszych rzdach
w nadziei natrafienia na,tktéra w kaicu usunie degeneracjSposob pospowa-
nia pokaemy nizej na przyktadzie drugiegogdu.

Na razie jednak dokmwzmy rachunkéw w pierwszymgdzie w przypadku,
gdy degeneracja juw tym rzdzie zostaje usugtia. Dla kadej z obydwu rénych
wartaici pierwszej poprawki obliczamy odpowiedni zestaspatczynnikow:

* dla wartgci \NLm mamy pag (am ,a,(u)), czyli wektor dopasowany

92)]
|/,1> =a, | m> ta ||> (poprawk \/\4@ zapiszemy jakd/\{(ﬂ) ),
* dla wartgci \Nlm mamy pag (am ,a,(v)), czyli wektor dopasowany

v)=ay,,

)

m> ta | |> (odpowiednio —V\{(V) ).
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Wektory |/,1) i |l/> s ciagle wektorami wtasnymi operatora niezaburzo-
nego. Naley teraz kontynuow@rachunek gywajac tych wektoréw tak, jak w przy-
padku niezdegenerowanym korzystialy z wektora| LIJ0>. Wektor | ,u> wstawia-

my wiec do réwnania drugiego i rzutujemy to réwnanie rexystkie wektory{ k>

oprécz|m> [ ||> otrzymupc

(k[ wy,)= _<EkaJH_'I ’;-Z .

Z powyzszego wzoru nie niemy oblicz¢ skladowych poprawki do Wektoria,u>
"w kierunkach" Wektorévq m} i ||> , czyli tej czsci pierwszej poprawki do wek-
tora ‘ /,1> , ktéra to czs¢ jest "réwnolegta” do przestrzeni degeneracji.

W celu zbadania tej gci pierwszej poprawki‘ ‘-Pl(ﬂ)>, roziazymy ja
wzgledem wektorow dopasowanyc|ry> i |l/> czyli szukamy wspétczynnikdw
<,u‘ ‘-Pl(ﬂ)> i <V‘ Wl(ﬂ)>. Ten pierwszy wynosi zero (poprawka ma lpyostopa-
dta do wektora poprawianegtL/J>). Pozostaje do znalezienia wspotczynnik
<V‘ LIJl(”)>. W tym celu sigamy do trzeciego réwnania z zestawu réfwvna stro-

nie 200 (napisanego dla wektora dopasowarfg&@ow roli Wektora| ‘-P0>)

(Ho - )

) = (W = ) W) + W )

i rzutujemy to réwnanie na Wektd)v> . Otrzymujemy

0=W,) (V| Wy - (R]wy,).

Obliczamy drugi sktadnik po prawej stronie

MH\w >: VA L%eg]kxk‘wl(#»+|u><v\w1(”)>}
=2 H < ‘ )>+V\{(u)<"‘q’:(u)>'

|k)ODeg.
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Wstawiajc go do réwnania otrzymujemy po przeksztatceniu

H (k)
(V) = kmD\e/g\'{(ﬂ) W, ﬂ

Potrzebne tu sktadowe wektor(épl( ”)> w kierunkach prostopadtych do

przestrzeni degeneracii, czyli Iiczh(;k‘ LIJl(#)> dla | k> (0Deg., obliczylismy juz

wczesniej (str. 208). Zbiera razem uzyskane wyniki mamy @i poszukiwany
wektor w postaci

(Wi =)+ 2 |k W) + ANV W)

|k(ODeg.
gdzie wspéiczynnik<k‘ Wl(#)> oraz<l/‘ LIJl(”)> obliczone § wyzej.

Podobnie obliczamy wektor
W) =Iv) +/‘k<DZIDng‘$><k\”’1(v)> )] W)

Rozwamy teraz przypadek, gdy w pierwszynedzie rachunku zabur#e
degeneracja nie zostaje usgiai Mamy wtedy

H . .,=H', oraz H' =0,

pierwsza poprawkd\ jest "dwukrotnie zdegenerowana" (zaumg, ze obliczamy
ja nie znagc wektorow dopasowanych)

1
V\é(ﬂ) :\M(V) ZE(HImm-I_H'II) = Hlmm: H'n’

a rownania na dwie liczb®, i & maj zerowe wspotczynniki (wszystko to warto
sprawdzt) i s3 wobec tego spetnione przez kdy kompleta , @, czyliw ta-

kim przypadku pierwszy s rachunku zaburzenie wyznacza wektoréw dopaso-
wanych i nie usuwa degeneracji: trzebgysi¢ do wyzszych rzdow.
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Postpujemy podobnie, jak przedtem, czyli nieznany weldopasowany
|lPO> podstawiamy do rOwnania trzeciego i rzutujemy geniedopasowane wek-

tory |m> i ||> , Otrzymupc zwiazki

0= (W — H{W,) +Wy(m|wy).
0= (I - AW,) +W,(1| W)

O nieznanym na razie wektor#HJl> wiemy tylko,ze jest postaci

W)= SIKK[w) +[3 = 2|k<‘ "”’> ",

|k)ODeg. |k)ODeg. m, k

gdzie symbolem| ’?) oznaczylimy nieokrélony wektor naleacy do przestrzeni

degeneraciji. Dla dalszych rachunkéw wygodnie jesbzy¢ ten wektor rowny wek-
torowi zerowemu, co jest rownowse zatgeniu, ze w przypadku, gdy pierwszy

rzad rachunku zaburzenie usuwa degeneraciji, pierwsze popra‘/b‘k'l> 3 prosto-

padfe do podprzestrzeni degeneracji. Wektora dmzmwgo|LP0> poszukujemy
w postaci

|Wo) =a,|m) +ayll).

Po podstawieniu i upogdkowaniu wzoréw dostajemy znowu uktad réfina
liniowych na liczbya,, &,

ZE (g

kzm,l m, kzm,| =m| k

Hllk Hlkm H'lk Hlkl —
D o

kzm,| m,l kzm,| m,|

I znowu: jereli wyznacznik podstawowy tego uktadu rovinanika dla
dwoéch réznych wartéci W, , to degeneracja zostaje usgaii obliczamy dwa

komplety statycha,,, @, . Jeeli za& degeneracja nie zostaje usiiaj to obliczamy
tylko drugy poprawk W, (oczywicie wspéln dla catej przestrzeni degeneracii) i
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przechodzimy do kxlu trzeciego.
Itd.
b0

Sposo6b podégia do rachunku zaburizektéry tu zaprezentowahy, i ktéry
polega na rozwijaniu w szereg wedeém parametrud , (tzw. metodaReyleigha-
Schrodingera) ma swoj alternatywe w postaci metody iteracyjneB(illoina-
Wignera). Polega ona na iteracyjnym rozgywaniu uktadu dwoch réwma jakie
wyprowadza s z réwnania Schrodingera. Mamy mianowicie did-go wektora

zaburzoneg¢W> rownanie
(Ho + AH) W) =W W),

a dla odpowiadafego mu wektora niezaburzoneb@)
Holm) = E,|m)

i stad tatwo wyprowad# par rowna iteracyjnych
W= E, +A(nfA{w)

(korzystamy tu ze zwzku <m| LIJ> =1, ktéry wynika z przyjtego na pocztku za-
lozenia o prostopadigi poprawek do wektora poprawianego),

oy =2l

Na wstpie przyjmujemy zerowe przyhknie dla wektor# lP) w postaci

wektora| m) , co pozwala oblicayenergg z doktadnécia do razdu A wlacznie
wh =g _ +/1<nm'\m>.

Majac juz nieco poprawiom energe, obliczamy poprawione wspotdne
wektora wtasnego
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oW = 5 (kAm)
< ‘ > Em—Ek+/1<rdl—AI"m>,

czyli w pierwszym przyblieniu dostajemy wektor wkasny w postaci
@\ = @\ = (9
\w > ;|k><k\w > |m>+k§m|k><k\w >
iy ax

& E -E, +/1<rdl-A|"m> '

Zauwamy, ze jezeli z rozwinkcia powyszego wektora wzgtlem para-
metru A pozostawimy wyraz "zerowy" i liniowy, to otrzymamyektor ‘ LP(l)> z

metody R-S. Jednak juz pierwsze przyblienie wektora zaburzonego otrzymane
metod; B-W jest nieco inne (fatwo sprawdzize r&ni sie od tamtego o wyrgenia

rzedu A°), poniewa zawiera w mianowniku dodatkowy sk+adn&1<<rd H ‘m> .

O

ZADANIE (efekt Zeemana

Atom wodoru zanurzamy w stabym statym jednorodnyoiupmagnetycz-

nym B. Mozemy przypé, ze rok parametrud petni modut wektorab .
Korzystajc z tego,ze Hamiltonian dla elektronu w polu elektromagne-
tycznym ma poste

H :i(fweﬁ\)z—eﬁ

gdzie A @ oznaczaj niezalene od czasu potencjaly pola elektromagnetyczne-
go

B =rotA, E = —gradg — A

3 Mas; elektronu oznaczydimy symbolemiTy,, aby nie mylita s z magnetycza
liczba kwantowy M, ktéra nizej wyshpi.
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a (—€) jest tadunkiem elektronu, pokazae zachowujc w operatorze Hamiltona

cztony liniowe w B (a odrzucajc kwadratowe) otrzymujemy poprawkAH' do
niezaburzonego Hamiltonianu atomu wodoru w postaci

M=—C (Bxx)p=—2BOxxp)=—C B
2m, 2m, 2m,

(por. przypis 1 na poatku rozdziatu 8).

Znalez¢ wektory dopasowane do zaburzenia i pierwsze pdprdevwarta-
ci wlasnych operatora energii.

Uwaga: Zadanie rozwtujemy bez uwzgdnienia spinu, czyli nie wycho
dzimy poza konfiguracymprzestrzé Hilberta. iywamy metody R-S.

Rozwigzanie:

Operator/1|:|' otrzymamy przez bezpmdnie wyliczenie z wykorzystaniem
. o1 _ N
wzoru (naley go sprawdzi): A= E B X X. W tym celu nalgy operatorH po-
=2 2
e ~
P h
2m,  A7E,|X|

dany w temacie zadania doprowadzio postaci HA =

gdzie oczywicie ep

e _
A7 |¥]
Jak pamjtamy, poziomy energetycznk, niezaburzonego atomu wodoru

Sa n? -krotnie zdegenerowane: ze wadll na kwadrat modutu momentgdu (za
ktory odpowiada paramelr przyjmujacy N wartcici) oraz ze wzgidu na rzut mo-
mentu @du na wybrany kierunek (paramem przyjmupcy 2| +1 wartdici)4.
Przestrzé degeneracji poziomit,, jest witc sum, prost, N podprzestrzeni: jedn
jednowymiarow (dla | =0), jedm tréjwymiarows (dla | =1) itd., w kaicu
ostatni [2(N — 1) + 1] -wymiarow (dla | = n—1).

Jak juz wiemy, w przypadku degeneracji niezaburzonego Hanianu mu-
simy zadba o wyznaczenie w kalej przestrzeni degeneracji wektoréw do-
pasowanych do zaburzenia. Poszczeg6lne przestrdegeneracji numerowane s
parametremn a kada z nich jestnz—wymiarowa i rozpita jest na wektorach
|n, | ,m) gdzie N jest ustalone a pozostate parametry zmiersgjw znanych gra-
nicach. Na tym etapie rachunkéw memy sé spodziewd, ze wektory dopasowane

do zaburzenia, rozpirgje N-ta przestrzé degeneracji, &a nieznanymi na razie
kombinacjami liniowymi

4 W rozdziale 7 na str. 84 bylo zadanie na ten temat
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EAE a,/n,1,m).

1=0,1,..n-1
|

Oczekujemy,ze dla kadej przestrzeni degeneracji przyjdzie nam zitale
n? takich wektorow (c:zylin2 kompletow statycha,,, po n? statych w kadym
komplecie). Z tym wiksz ulga stwierdzamy wic, ze wektory|n,|,m> juz sa
dopasowane do zaburzenia. Jak powiem wiemy, wektory dopasowane, to te,
ore e rozpinaj dam przestrzé degeneraciji,
 diagonalizuj 0perator/]|:|' .
Mozna tatwo sprawdzj ze wektory| n, | ,m> spetniaj obydwa te warunki,

poniewa sa wektorami wtasnymi operatordl:|' pod warunkiemze ustawimy é z
réwnolegle do pola magnetycznego. W takim tylko leswwypadku mamy

A

=S BL,.
2m,

Pierwsze poprawki do energii wynasaczywicie:

AW, = <n,| ,ﬁAﬁ"n,l ,m> = i Bim

i — jak widat — zaleza tylko od magnetycznej liczby kwantowej (a nie zaled | ).
Tak wiec degeneracja energii wzglem parametrd , wysepujaca w atomie nieza-
burzonym (por. rozdziat 7, str. 85) nie zostajeniiga w pierwszym rgdzie ra-
chunku zaburze Z drugiej strony Hamiltonian zaburzony nie jestym przypad-
ku ani Hamiltonianem kulombowskim, ani Hamiltoniemescylatora harmoniczne-
go, czyli naley oczekiwg usungcia degeneracji. Wnosimyast, ze degeneracja
bedzie usunita w wyzszych rzdach rachunku zaburnze

W przypadku wprowadzenia do rachunkéw petnego apexaaburzaicego

W= 2 g +%(sz)2

wygodniejsze byloby stosowanie metody iteracyjmBM), poniewa parametrA

(czyli wartas¢ bezwzgédna pola magnetycznego) wystije w operatorze'll-AI' w
dwadch ré@nych potgach.

[:Ib
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ZADANIE (efekt Starka)

Atom wodoru zanurzamy w stabym jednorodnym poluktetestatycznym
opisanym potencjaieer:|'= eEz (czyli o z jest rownolegta do pola elektrygz-
nego). Modut nagzenia pola elektryczneg& wyskpuje w roli parametrud .

Obliczyé poprawki do energii dlan =1 i n =2 (w pierwszym rzdzie ra-
chunku zaburz®.

Rozwigzanie:

Poziom n =1, opisany wektoreﬂn,l ,m> = |1,0,0> , nie jest zdegenero-
wany. Pierwsza poprawka do energii stanu podstagowaike:

= a{10gi{109= 5 [

(r co)r?drdQ = Q

Poziom N=2 jest czterokrotnie zdegenerowany. Oznaczmy odpmniée
cztery wektory

200=[3. [21D=]3. [210=[3. [21-3=[4.

Jezeli nie planujemy obliczania viggzych poprawek, to stany dopasowane
do zaburzenia nieasnam potrzebne. Musimy obliczytylko wartdgci wtasne ma-
cierzy &4 o elementac<'r‘|:|"s> dla r,s=12,34. tatwo pokazé, ze znikaj

wszystkie elementy macierzowe oprocz dwidch

<]“:"3> - <:if':"]> = 8:04 j(l— Zgojr“e_arodr (cosd Yd co® = -3eq, .

Przydaje si catka J. x"e*dx =n!
0

5 Potrzebne funkcje falowe raga znaléé¢ w zadaniu na str. 86
6 Korzystamy z tegae:
«  funkcja falowa Wektorz+l> jest parzysta wzgtlem odbt X — =X, a

pozostate trzysnieparzyste (funkcja reprezentcg operatorH' jest
nieparzysta);

e wektory odpowiadajce r&nym wartgciom rzutu momentugau s or-
togonalne (jak to wid#)
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Macierz, ktrej wartéci wkasne g pierwszymi poprawkami do energii, ma
wieC posta

0 0 -3aF
O 0 0 0

3aE 0 0 0
0O 0 0

a same wartxi wkasne § nastpujace:
/1\/\{(1) =3eq,E, )lV\gm =-3eq,E, )lV\gm) =0.

Aby wyjasni¢, czy czséciowa degeneracja pozosteq po obliczeniu pierw-
szej poprawki jest przypadkowa i g@znikra¢ w wyzszych rzdach, czy te jest
rezultatem jakigj symetrii, ktorej nie zauwglismy wczeniej, musimy najpierw
zidentyfikow& te podprzestrzi degeneracji ktorej istnienie sugeruje pasay
rezultat. Musi to b§ podprzestrze tej przestrzeni degeneracji, kiomielismy w
przypadku niezaburzonym. Wektory dopasowane do rzahia poszukiwaneas
oczywicie w postaci

|Wo) =b|1) +b,|2) +b3 +b4
i dla podwdjnej wartéci wiasnej dostajemy uktad dwdch réwina

~3ea,Eb, = 0,
—3ea,Eb, = 0.

Wynika z tego,ze ew. poszukiwana podprzestizéegeneracji bytaby roz-
pigta na takich WektorachLP0>, dla ktérychbl = b3 =0 a wkc jest przestrzeni

rozpieta na Wektoracﬂ 2> = | 2,11) i |4> = | Z,l—i) . Musimy teraz sprawdgj

czy zaburzony Hamiltonian nie ukrywa jakiejymetrii, tzn. czy nie istnieje jaka
grupa przeksztatee wzgkdem ktorych bytby on symetryczny a réwnogze ba-
dana podprzestriaebylaby przestrzeni reprezentacji nieredukowalnej tej grupy
przeksztalcé. Istotnie, przeksztatcenie polegeg na lustrzanym odbiciu obiektu
fizycznego (tu: elektronu "na orbicie”) w dowolr@pszczynie zawierajcej ¢ z
A2
nie zmienia energii uktadu. Formalnie: operator litzma 2£ + eEz komutuje z
m
operacy polegajca na odbiciu lustrzanym w dowolnej ptaszémie zawieraicej
0§ z (na przyktad odbicie w plaszcayie (zx) polegatoby na zmianieX — X,
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Y - —VY, Z - Z) dokonanej w funkcji falowej. Opisane przeksztatesodbicia,
po dohkczeniu "jedynki”, czyli przeksztalcenia Zgamdciowego, tworzy grug
Przestrzé rozpita na wektoracl1|2,1,]> i |2,1,—]> jest przestrzenireprezentaciji

nieredukowalnej tej grupy, w szczegdobodbiciem wektor42,1,]> jest wektor

|2,],—]> i v.v. W ramach naiwnego planetarnego modelu at@gowiemy, ze

czastka "kmzaca w prawo" zaczyna po odbiciu 3ky¢ w lewo", co nie ma wptywu
na energi. Wynika z tegoze degeneracja obserwowana na poziomie pierwszego
rzedu rachunku zaburagest nieprzypadkowa i w wigzych redach nie zostanie
usunkta.

Warto zastanowi sie, dlaczego wyej opisany efekt nie wygpit w przy-
padku jednorodnego pola magnetycznego. DlaczegmtmpeHamiltona, ktéry tam
wprowadzilsmy, nie komutuje z operatorem odbicia?






18 HAMILTONIAN
ZALEZNY OD CZASU

W przypadku, gdy Hamiltonian zig od czasu, wyb6r metody rozywa-
nia réwnania Schrédingera uzahéony jest od charakteru tej zatesci.

PRZYBLI ZENIE ADIABATYCZNE

Stosujemy to przyhtenie w przypadkach, gdy potencjakdicy czscia
Hamiltonianu, jest wolno zmienny w czasie.

Sprobujmy przewidzig jaka kzdzie ewolucja uktadudalacego na pocitku
w stanie stacjonarnym (jeden ze stanow wiasnychiltamanu), jezeli od pewnej
chwili jego potencjat zaczyna powoli zaé od czasu. (Z dalszych rachunkéw po-
winny wynikna¢ konkretne wymagania co do "powoked' tej zaleznosci.)

Nietrudno wyobra#i sobie,ze widmo i wektory wlasne takiego zmienia-
jacego st Hamiltonianu lgda si¢c tez powoli zmienialy w czasie. Uklad, ktory na
poczitku byt w okrglonym stanie wlasnym Hamiltonianu powinien "trzyimsic
tego stanu" zmieniag powoli swoj energeé stosownie do przesuwg@iego st
punktu widma. W przypadku, gdy Hamiltonian wréci slwojej pierwotnej postaci,
uktad powinien zakéczy¢ ten proces w takim stanie, w jakim go rozpgcezyli
bez zmiany energii (gl nazwaprzybli zenie adiabatyczng.

Ten wstpny, intuicyjny obraz winien teraz znaterachunkowe potwierdze-
nie.

Operator HamiltonaH (t) jest w kadej chwili t petnoprawnym operato-

rem hermitowskim, dostarcza egi kompletu wektorow Wlasnyci{u‘n(t»} , ktére

powoli, wraz z Hamiltonianem, zmieniapic z uptywem czasu. Wektorom tym
odpowiadaj oczywicie wolno zmienne warei whasne energiiE,, (t) i spetnione
jest rébwnanie

ktore jednak w tym wypadku nie powstaje jako restuieparacji czasu przepro-
wadzonej w peinym réwnaniu Schrédingera

R0 (1)) =ina | w(t)).
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Niezaleznie od tego jednak, korzysigjz tegoze zhior wektorc')w{‘ n(t)>}

jest w kadej chwili zbiorem zupetnym, niemy napiséa
[W()) = X[ n(O)n(t)[ w(b))

Zaleznaosci od czasu, uwidocznione w tym rozktadzie, wymaghjskus;ji.
Bez przygcia dodatkowych warunkdéw, zaleos¢ czasowa wektorow

‘n(t)> moze by osobliwa. Faza Wektodzn(t» moze by bowiem w kadej chwi-

li wybrana najzupetniej dowolnie, w wyniku czegmkaje ‘n(t)> (odwzorowanie

)

czasu w przestraeHilberta) mog by¢ nier&niczkowalne: pochodned—t

mog nie istni€. Chac nadé funkcjom ‘n(t)> ciagtos¢, musimy o to zadlia
osobno przez dopasowanie do siebie faz wekto}n@» dla sisiednich chwil

czasu. Ponadto prayp konwengi, zgodnie z ktér komplet Wektor()w‘n(t»

wraca do swojej wyriowej postaci (z fazami wtznie!), jezeli Hamiltonian, po
przegciu kolejnych zmian, wraca do swojego wipwego ksztattu.

Wektor‘ LP(t)> zalezy od czasu z dwoch powodow:

1° jest rozwizaniem réwnania Schrodingera zalego od czasu, czyli za-
lezatby od czasu nawet wtedy, gdyby Hamiltonian niezzd od czasu,

2° Hamiltonian zaley od czasu.

Gdyby Hamiltonian nie zakat od czasu, zal®os¢ wymieniona w pierw-
szym punkcie sprowadzatabye si— jak wiemy — do przyrastania fazy idego
sktadnika w rozktadzie

|W(t)) = 2 [n){n| w(t)) = X[ ni(n| W(t0)>e';iaE"(t‘to)

n n
=S (t)e
n

Faza kadego sktadnika przyrasta tu jednostajnie, bo wartetasne energii
nie zaleéa od czasu. W naszym przypadku poziomy energetypome®li sk prze-

suwaj, co sugeruje, aby padj probe przedstawienia Wektodél—'(t» w postaci



221

t
—'%J' E, (t)dt’

(1)) = 22|n(t) W (t)e *

n

Tak przygotowany wektor stanu podstawiamy do rédwa&chrédingera

t
i N\ e
- | Ent)e

H()| W(t)) = X E, (t)[n(t))w,(t)e * =ind,|W(t))

t
i N -i Nt
5 E,(t")dt ;J‘En(t)dt
to

=i Z|n(.t)>q’n(t)e ' +Zn:‘n(t)>¢n(t)e

t
%j E, (t)dt'

LS () wat)e

ne

Sumy zawierajce wartdci wlasne energii upraszcaggie, czyli

t t

i . i .
= | Ent)et hIEn(t)dt

Shi)wlle ™ +Ti)be s =o

Rzutupc powyzsz rownas¢ na dowolny z Wektor(’)v*n(t», ktéry ozna-

czymy symbolerd rT(t)> , otrzymujemy

—i% [En(t)=En(t)]dt’

n(.t)>llJn (t)e ®

OESIC
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Musimy teraz przez chwil popracow& nad iloczynami skalarnymi

(m)

n(t)>, przy czym oddzielnie potraktujemy iloczyny skalar

<n(t)

n('t)> a oddzielnie<r‘r‘(t)

n(.t)> dla (M# n).

Rozwamy iloczyn <n(t) n(t)>. R&niczkujemy po czasie warunek unor-

mowania Wektorz*n(t»

(o)) = 1

otrzymupc

%<n(t) Int))=0= <n(t)

n(t)> + <n(t)

n(.t)> :

z czego wynikaze zaleny od czasu iloczyn skalarn%n(t) n(t)> jest czysto

urojony <n(t)

n(t)> =-iy(t).

Wspomnielimy wczéniej o dowolndci, jaka wys¢puje w doborze faz wek-
toréw ‘n(t)> a w szczegolnei w wyborze zalenosci tych faz od czasu. Wyko-

rzystamy terazetdowolnagé¢ dla pokazaniaze mazna tak wybra te fazy, abyllt
zachodzito y(t) = 0. Niech dla Wektorévq n(t)> zachodzi y(t) # 0. Wybiera-

my nowy komplet wektoréw bazowych‘l'> = ei”(t)|n> starajc sk tak dobré
funkcje a(t) , aby [t zachodzito(n'|n’) = 0. A wiec:

d

() =l (e ) = (i) +1 )

=ia(t)(n[n) +(n[n) =ia(t) -ip(t).
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t
Wystarczy teraz poly¢é a’(t)=jy(t')dt', aby [t zachodzito

(n'|n’) = 0. zaktadamyze wektory‘ n(t)> zostaty tak wiénie przygotowane i w
dalszych rachunkach k+adzieny§(t) =

n(.t)>.

Rézniczkujac po czasie oczywisty zaiek

(m(t)Fin(t)) = E,()(m(t)|n(t)) = E,(1)3m =0 dia [m) #|n),

Przechodzimy do iIoczynéxém(t)

czyli

m/n) +<rr{|3|‘n> +E,(t)(m[n) =

Skoro jednak <n(t)‘n(t)>=0, to <m| n>+<m| r'l> =0, cuzyli

<r'n| n) = —<m| I"]). Podstawiajc mamy od razu
o (mUAERY) @doﬁ )
”“»‘ E()-E() e )

Mozemy teraz wréd do rachunku, ktérego ostatnia formuta, z wykorzys-
taniem rachunkéw pomocniczych, ktére $wliee zakaczylismy, przyjmuje posia

(mv

<n(t)‘l:|(t)n(t)> _ijwnm(t')dt'

e

qu(t) = _Z LIJn(t) haw, (t)

Analiza ilasciowa tego wzoru jest mbwa, gdy znamy operatol:l(t) . Jezeli
jednak zataymy, ze operator ten jest powoli zmienny w czasie (coaozm,ze
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"
—— <<—), to maliwa jest jakdciowa dyskusja otrzymanego wyniku.
hw,,, sec

Zatozmy na przyktad,ze do chwili t, Hamiltonian nie zateat od czasu e w

ey
chwili t, uktad jest w konkretnym stanie stacjonarnyH(>e h k, gdzie

k) =‘k(t0)>, E.=E, (to), czyli l1—’,1(t0) = 9,,. Gdyby Hamiltonian w dal-
szym cigu nie zaleat od czasu, to uklad pozostawatby w tym stanigli ppchod-

ne L.Pm(t) bytyby wszystkie rowne zeru. Zaktadamy jednak,od chwili t, Ha-

miltonian zaczyna sizmieni&, czyli ze <n(t)‘l3|(t)

n(t)> # 0. Ze wzoru, ktory

wyprowadzilgmy, wynika,ze w chwili pocatkowej mamy

(it A(t](t)

hwkm(tO)

dla m#Kk oraz LiJk(tO) =0,

W, (t,) = -

z& W miar uptywu czasu pochodne czasowe Wsp(’)’rczynnilééﬂz,\((t) pozostaj

mate tak dtugo, jak dtugo elementy macierzowe dpeaal—AI s3 mate (Hamiltonian
powoli zalezy od czasu) a odlegté, jaka dzieli poszczegdlne poziomy energetycz-

ne (pamgtamy, ze cqm(t) = %[Ek(t) - Em(t)] ), nie jest zbyt mata. Z tym k-
szym te prawdopodobigstwem, pomimo vgczenia czasowej zalrosci Hamilto-
nianu, nasz uktad pozostanie na poziomie startoviym(ktérego warté¢ powoli
zmienia s¢ z czasem) i nie ,przeskakuje” do innych pozioméw.

—ij.wnm(t‘)dt'

Na uwag zastuguje te rola czynnika fazowege © . Skoro bo-
wiem pochodna funkcjiLIJm(t) zawiera takie czynniki, to i sama funkc}Hm(t)
tez bedzie je zawier& Mamy wic funkck, ktéra na pocatku (dlat =t,) wynosi
zero (méwimy tu o funkcjacl#l—’m(t) dla m# K) i o ktérej wiemy,ze dlat >t
jej pochodna ma matwartai¢ bezwzgédn, a sama funkcja ma oscydaj faz.

(Funkcja & jest przyktadem funkcji tego typu.) Wastomodutu takiej funkciji
pozostaje wic mata nawet po diugim czasie.
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SEABE ZABURZENIA ZALE ZNE OD CZASU — metoda wariacji sta-
tych.

Rachunek, ktory teraz pokamy, stosuje siw przypadkach, gdy statemu

Hamiltonianowi I:IO, dla ktérego potrafimy rozwkat rOéwnanie Schrédingera,
towarzyszy niewielkie, zalme od czasu zaburzenie opisane Hamiltonianem
AH'(t) .

Wektory wtasne i wartei wkasne Hamiltonianu niezaburzonego oznaczmy
symbolami| n) i E, . czyli

I:I0| n> = En|n> .

Niezaburzone réwnanie Schrddingera zadeod czasu ma oczysgie po-
stat

Ho| W) =ind| W)

a jego ogolne rozwkanie maemy zapiséw postaci
i
Wy=Sclne ", gdzie ¢, ={(n|W).
n

W przypadku, gdy wiczone jest zaburzenidI:I'(t) , czyli gdy obowizuje
réwnanie (I—AI0 +/]I:I'(t))| W) =ind| W), powyisze rozwinicie przestaje hy

aktualne. Pozostaje jednak w mocy zupé&tnoktadu wektorc')w{|n>} , Z Czego
wynika, ze rozwihzania roOwnania zaburzonego

(Ho + 2R () (1) =ina] w(t)

mozemy szuka w postaci

9(0) = Xa 0 =X 0le ™

i
—Et

gdzie ekponentye " zostaly dla wygody "wydobyte" z zaleych od czasu

Wsp(’)’rczynnik(’)wan(t) . Tak przygotowany wektor wstawiamy do réwnania
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i korzystapc z wtasnéci Wektoréw| n> otrzymujemy

A0 e o = DL

co zrzutowane na dowolny, wybrany $piml Wektor(’)w{|n>} , Wekt0r| k> pro-
wadzi do réwnania

t)z_%/]zn:<k":'"”>cn(t) =——AZ H',, ¢ (t)ge

bedacego doktadnym (czyli bezadnych przyblien) odpowiednikiem réwnania
Schrédingera zalmego od czasu.
Znajdziemy teraz iteracyjne rozygania tego réwnania. Najgrubszym przy-

blizeniem dla funkcjiCn(t) s oczywicie wartdci state Cn(o) , ktére wybieramy
tak, aby wektor

ZC e"f"t

dobrze opisywat poatkowa (w chwili t =1,) post& wektora stanu. Zwykle na
pocatku mamy realizowany jeden ze stan6éw wlasnych Hamiginu niezabu-

|
——Et ) .
rzonego, na przykiad ste{M’>(O) =|m>e T czyli Cn(o) = é;m. Podstawiajc do
réwnania mamy

i
:__AZH kn nm :_EAH'kmea%lt
Z czego wynikaze

¢ 2(t) = ——Aj H (t)e% dt.

Znajoma¢ kompletu funkgciji Ck(l)(t) pozwala obliczy pochodr drugiego
przyblizenia
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)= ATH ()

itd.
Jak ju wiemy, Wsp(’)lczynnikiq(t) majp prosh interpretacj probabilis-

2
tyczr: ‘Cl (t)‘ jest prawdopodobfstwem tegoze w chwili t uktad znajduje si

w stanie odpowiadagym wektorowi| | ) .

ZADANIE

Traktujac elementy macierzowdd', (t) jako znane funkcje czasu, wypro-
wadzié wzor na wspoiczynniki Ck(z)(t) przy warunkach poatkowych
(o) —
C, =0

n nm*
Pozostaic przy tych samych warunkach patkowych, odpowiedzie na
nastpujace pytanie:

Czy w sytuacji, gdy dla danej waéto K element macierzow;H'km(t)
wynosi zero, mgiwe jest przejcie uktadu od stanh’ﬂ} do stand k> ?

Rozwigzanie:

Kontynuupc postpowanie iteracyjne otrzymujemy

6(t) = —AZH'M (t)e
:—%A; H'kn(é'nm——)le """m‘dtJ ot
—%)IH()"‘*"H( j)IZZH {J-H "‘*“"*dt}

Obustronne catkowanie tego wzoru po czasie, z wangniem warunkow
pocatkowych, prowadzi do

Ck(z)(t) - ka +( jAI Hl lwkmt dt'
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+(-'EjAzj H'kn(t')j[H'nm(t")ei“’"mt"]dt'éi“’m" a

Jw w drugim przyblieniu wid& wiec, ze przejcie od stanq m> do stanu
|k> j e st naogét mdiwe nawet wtedy, gdyH", (t) =0 (wynika to z ostat-
niego, trzeciego sktadnika w poggzym wzorze).

ZADANIE

Rozwazy¢ 0peratorA|:|'(t) odpowiadaicy stabemu polu zaburzgemu

wtaczonemu w chwilit = O i wytaczonemu w chwilit = T, zmieniajcemu st
okresowo, czyli

AH'(t) = ©(t)AH"sinat ,
gdzie

1gdy O<x<T
o =[1 970>
0 pozatym

a operatorH" nie zaley od czasu.

Zakladajc, ze przed wdczeniem zaburzenia przygotowatly badany
obiekt fizyczny w stanie w%asny|+‘m> Hamiltonianu niezaburzonego, zbaddla
czasowt >T) obliczone w | rzdzie rachunku zaburzeprawdopodobigstwo
znalezienia ukltadu w zadanym stanie W}asd)kb Hamiltonianu niezaburzonedo.

W szczegOlInéci przeanalizowé zaleznosé tego prawdopodobistwa od czstasci
Q.

Rozwigzanie:

¢ (t) = —e(t)%AH”km sincte !
— 1 ] i (wmtaw)t _ Al (-,
= 0(t) o AH" 6147 gl

Dlat>T otrzymujemy wic
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V=0, —iAH"kmhei(“’km*“’)“ - i(“’km"")t']dt'
2h O

1 ei(wkm+w)T -1 ei(wkm—w)T -1
:5km_-_AH”km - :
2ih W, tw Wy, — W

Powinngmy teraz obliczy kwadrat modutu wyrzenia wysgpujacego w na-
wiasie kwadratowym i przeanalizowgego zaleénos¢ od czstasci & . Wystpienie
maksimum tej funkcji dla pewnej wakm czestasci & byloby rownowane szcze-
golnie duemu prawdopodobistwu przejcia z poziomum na poziomK , jakie
pojawiatoby st, gdyby czstcs¢ zaburzenia zhtiata s¢ do tej wartdéci.

Okazuje st jednak,ze dla jakdciowej analizy tego zagadnienia wystarczy
zbad#& osobno moduly obydwu sktadnikow wgstijacych w nawiasie kwadra-
towym :

.ol 1
|ei(wkm1rw)T _ 1|2 B sz[z (C«)km * w)T}

| Ogtw | B(wkmiw)T

Rozwaane jako funkcje estosci G (Czgstas¢ ta jest ze swej natury do-
datnia), maj one wyrd@ne maksima dla tych wadc parametruc, ktére po-
krywaja sSig z "czstdsciami prze§¢” z poziomu m na k (pamgtamy, ze

1
Wy, = %(Ek - Em) ), czyli jest proporcjonalna do energii potrzebaejprzenie-

sienia ukladu z poziomen na pozionk). Jeeli poziomk lezy wyzej, niz poziomm,
to wspomniane maksimum wypi w module drugiego sktadnika,zgi z& nizej,

P2
. . Sin™ X
to pierwszego. Wykimy funkcie f (X) =—;
X
. 2
Sin x
> A
X
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Z wykresu tego widg ze gdy czestotliwosé zmian zaburzenia jest do-
pasowanarézonansowa do energii przdgia |m> - |k> prawdopodobigstwo

przeskoku uktadu ze stanu pqtkz)wego|m> do stanu| k> wyraznie rasnie i do-

tyczy to w réwnym stopniu prz& z absorpgj energii przez uklad, co i przéjz
jej emisp.

Ostania uwaga pozwala m.in. zrozuigrzynajmniej w sensie jako
ciowym) mechanizm pochtaniania fotonéw o ckoeej czstaici przez atomy w
przypadku, gdy energia wzbudzenia w atomie jesadowana do gstasci fotonu
(tak powstai widma absorpcyjne znane z obserwacji astronomapny take
emisji fotondéw przez atomy wcgdiej wzbudzone i poddane dziataniu fotonow o
czestasci dopasowanej do energii deekscytacji (tzw. emisjmuszona).

Mozna pokazé, ze foton, powstacy w wyniku wymuszonego obecitia
innego fotonu przégia atomu z poziomu wgzego na 1szy, dohcza s¢ do foto-
nu wymuszajcego i jest z nim zgodny w fazie.zé8 wigc tylko uda si przy-
gotow& problk przezroczystej substancji, w ktorejekszai¢ atomow kdzie w
stanie wzbudzonym (tzvpompowanie optyczng, to pierwszy powstagy z emis;ji
spontanicznej foton, przelafgj obok innych atoméw wzbudzonych, spowoduje
powstanie lawiny identycznych fotonéw — silnego infgu $wiatta spdjnegolé-
ser).
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