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wyktadu.
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wydanego przez Uniwersytet Jagiélii w roku 1995, ktérego naktad jestju
od dawna wyczerpany. Recenzentem tego skryptu toft gr hab. Edward
Kapuscik.

Autorem rysunku na stronie tytutowej jest Radele Boavski.



Spistresci

(10T o= ] I (22 3 SRS

ROWNANIE DIraKaL. .....ceueeiiiiiie e ettt e e e e e e

Rownanie Diraka w mechanice kwantowe;... .
Rownanie Diraka dla @stki natadowanej w polu elektro-
MAGNELYCZNYM....tiiiiiiiee ettt ettt iee e e et e e

Rownanie Diraka jako rownanie ewolucji w czasie............
Reprezentacja standardowa réwnania Diraka...................

Zupeny uktad rozwizan rownania Diraka dla gstki swo-
bodnej. Normalizacja..........coooueeeiiiii oo

Wspotzmiennicz&t réwnania Diraka wzgHem transformacii
LOMENEZA. ...ttt ettt

SKIEINOSC. ..vvvtiiiie e i e e e
Reprezentacja Foldy—Wouthuysena............comeeeeeeeee...

Granica nierelatywistyczna réwnania Diraka dlastiz
w polu elektromagnetycznym.
Anomalny moment magnetyczny elektronu.....................

Réwnanie Diraka dla @atki w polu elektrostatycznym o symetrii
sferycznej; atom WOOIU........vvveviiiiieieeeeeeee e

Reprezentacje grupy ObIrotOW............uvviieeeeeeeeeeiiiiiiee e eeiivee e e

Dodatek 1. Wspétradne kontrawariantne i kowariantne w przestrzeni
CZEETOWEKLIOTOW ....veiiiieiiiiiieeee et e et e e e e

Dodatek 2. Sktadanie momentOadD...........cvvveeeeeiiiiiieeeeeiiiiieeee e

23

25
28
29

32

39
42
47

51






GRUPA SL(2,C)

Niektore uywane przez fizykéw grupy symetrii (takie, jak mpupa obrotéw czy grupa Lorentza) radz
sie w ten sposobze mamy jaks przestrzé wektorows (odpowiednio: tréjwymiarow przestrzé rzeczywisi
lub czterowymiarow czasoprzestrd®, w tej przestrzeni wybieramy baztuzaca do opisu wektorow za
pomoga ciagow liczb, a nagpnie rozwaamy inne bazy, ktére okazugic rownowane tej pierwszej w sensie
fizycznym. Tak si sktadaze przeksztatcenia prowagz od baz wyciowych do tych innych baz twargrupy
wzgledem sktadania przeksztaicd?ofgcie grupy funkcjonuje wec na dwdch poziomach

— na poziomie operatoréw realizaaych przeksztalcenia w przestrzeni wektorowej (pdavze bazy
— na poziomie macierzy),

— na poziomie abstrakcyjnym, gdzie grupa jest zhioelementdw z okéona "tabliczks mnazenia”.

Ten drugi poziom wypadatoby w zasadzie «zma pierwotny, niemniej jednak w praktyce kolgjho
bywa odwrotna: "odkrywamy" gregpbudupc od razu jej konkretnrealizacg w postaci zbioru przeksztalcev
przestrzeni wektorowej. Przy tej samej okazji graeataje nazer na przyktad grup O(3) nazywamy grup
izomorficzra z grum macierzy ortogonalnychx3 przedstawiajcych sztywne obroty w rzeczywistej 3-wymia-
rowej przestrzeni wektorowe;j.

Podobnie wprowadzimy grgpSL(2,C),scisle zwiazara — jak sk okaze — z grup Lorentza. Grupa
Lorentza "urodzita gl' przy okazji opisu transformowaniagstzasoprzestrzennych wsp@dnych zdarzé
punktowych w czterowymiarowej czasoprzestrzeni wrazzmiag inercjalnego uktadu odniesienia. Okazato
si¢ jednak,ze baza ztgona z czterowektoréw nie jest najbardziej pierwdiaz do opisu obiektow fizycznych.
Sa bowiem obiekty (spinory wkmie), ktérych nie da siwyrazi jako kombinacji liniowych czterowektoréw
bazowych — do ich opisu trzeba wprowadzirobniejsz monet" niz czterowektory. Przestragych bardziej
pierwotnych obiektow (bardziej pierwotnych w takisensie, w jakim zwykly 3-wektor jest pierwotny w
stosunku do — przykladowo — tensora bezwlddi)ookaze sk przestrzenj 2-wymiarowa nad ciatem liczb
zespolonych. (Ok&enie "przestrzé wektorowa nad cialem” oznaczag do tworzenia kombinacji liniowych
wektorow w tej przestrzenizywa st wspotczynnikow bdacych elementami tego ciata liczbowego. Warto
pamktac, ze z matematycznego punktu widzenia struktura pzesit wektorowej jest okéona w zupetnéci
przez podanie wymiaru przestrzeni i ciala liczboagg

Zalézmy wiec, ze mamy tak dwuwymiarow przestrzé zespolon, i nazwijmy p przestrzeni S
spinoréw. Brzmienie nazwy "spinory" kojarzy siam ze spinem agtki, chocia na razie nic jeszcze takiego
skojarzenia nie uzasadnia. W przestrzZBnivybierzmy dwa liniowo niezaime wektory (spinoryba’1> i |a’2>,

ktére potraktujemy jako bazowe. Dla dowolnego spad\ef} mamy wic
&)= &ay)+ &la,) = &a,)OS.

Liczby Ek s sktadowymi spinoreiif} w bazie{|a’k>} .

Rozwamy grug; transformacji liniowych w S realizowanych zespolonymi macierzamik22 o
wyznaczniku rownym 1 (fatwo sprawdzize to istotnie jest grupa). Na razie przeksztalcemjagrupy
bedziemy rozumié biernie: realizacja przeksztafc@olega na takiej zmianie bazy, aby zaowocowalprie-

ksztatceniami wspoteinych Ek
&=urd,
gdziedelU =1.

Tak okreglona grupa macierzy jest z definicji izomorficzngrop SL(2,C) i stanowi jej reprezentaajy
S.



Zafundujmy sobie drugprzestrze taka, jak S — nazwijmy p Siw niej wybierzmy kop bazy z
przestrzeniS, czyli dwa spinory‘aﬁl> i ‘0’2>. Zazadajmy, aby kadej zmianie bazy w przestrzer®
realizupcej jaki& przeksztatcenie z grupy SL(2,C) towarzyszylo pszéddcenie bazy wS realizowane

macierz, U (sprzzom do U ). Odpowiednia reguta przeksztatcania wspgdrg/ich spinorow w przestrzeni
S jest wic nastpujaca:

Ek' = U[k'fi ,  gdzie Ulk = (U |k') :

Wstawka

ILOCZYN TENSOROWY DWOCH PRZESTRZENI WEKTOROWYCH

KD
°

Bedzie nam teraz potrzebne paie iloczynu tensorowego przestrzeni wektorowycto @efinicja.
o

Rozwamy dwie przestrzenie wektorow8 i B nad wspdlnym ciatem liczbowym
Wektory z przestrzeni A oznaczmy|ai>,| a2>,| a3>,..., wektory z przestrzeniB oznaczam

[0,),[6,),[By), ..

lloczynem tensorowymAL[l B obydwu przestrzeni nazywamy zbior wszystkich ztimeych par
|a> O | b> oraz ich kombinacji liniowych, przy czym:

L (la)+[a)0fb=|a)0]B+[a)0] b,

2. |a)0(b)+[b))=[40[b)+[ 40| b).

3 (A@)ofn+|ao(a8)=4(40]8b).

gdzie A jest elementem ciata.

UWAGA: Nie kazdy wektor z przestrzeniALl B jest postaci|a> O | b>. Na przyktad wekto
|a1> a | b1> +| a2> a | bz> nie da sj na ogot zapisaw postaci pojedynczego iIoczy||1&> O | b>.

=

Jezeli  wektory |al>,|a2>,|a3>,...Jan> stanowy baz w przestrzeni A a wektory

|ﬂ1>,|ﬁ2>,|ﬂ3>,...,|ﬁm> baz w przestrzeniB, to Wektory|ak>|:|‘,6’j> (dla wszystkich mdiwych par

wskaznikow) stanowd baz w przestrzeniA [ B. Wynika z tego midzy innymi,ze wymiar iloczynu tensg
rowego przestrzem-wymiarowej przez przestraen-wymiarows wynosi nxm.

Utworzmy teraz iloczyn tensorowyS[] S Mamy czterowymiarow (dwa razy dwa) zespolan
przestrzé wektorows. Elementami tej przestrzenia swszelkie maliwe zespolone kombinacje liniowe

wektorc')w|a's> 0 |ar> petniacych rok bazy wSO S:
|t)=t"]a,)D]a,)0SO &

W przestrzeniS [ S powstaje wgc w naturalny sposéb reprezentacja grupy SL(2,C)



Wyodrebnijmy w przestrzeniS[] S podzhiér sktadagy sk z tensoréw reprezentowanch w bazie
{jaS>D|ar >} macierzami hermitowskimit i zauwamy, ze stanowi on czterowymiarawprzestrzé

wektorova M nad ciatem liczb rzeczywistych. Istotnie,zlla rzeczywista kombinacja liniowa macierzy
hermitowskich jest maciegzhermitowslk. Zauwamy dalej, ze grupa SL(2,C) dziata wewtnz wybranego
podzbioru, czylize mamy reprezentacgrupy SL(2,C) w przestrzeni tensoréw hermitowskich

Warto zauway¢, ze komplet czterech wektoréw (tensoré“)a's> 0 |a r>} nie nadaje gina baz w

tej przestrzeni, bo co prawda wekt4W1> 0 ‘ai> oraz|a’2> 0 ‘a2> naleza do tej przestrzeni, ale pozostate
dwa juw nie.
Pokazemy terazze jezeli odpowiednio utésamé przestrzé M ze zwykh relatywistycza przestrzeni

czterowektoréw (liczba wymiardw i ciato liczbowe & same), to grupa SL(2,C) okazuje iisle zwiazana z
grum Lorentza.

W tym celu w przestrzeni tensoréw hermitowskich igghmy nasfpujace cztery liniowo niezaime
tensory w roli tensoréw bazowych (dma sprawdd, ze wszystkie cztery zawieragie w przestrzeni tensorow
hermitowskichze s liniowo niezaléne ize stanowd baz zupeta):

“Uo =|a,)0]a;) +[a;) Ofa,),
la,)0la,)+|a,)0|a,).
—ila,)0|a,)+ila,) O|ay),

=|al>D‘ai>—|az>D‘az>.

o

|

~— ~— S~ ~—
1

|os

Macierze wspotrzdnych tych tensoréw maposté odpowiednio

ot 9ot Dot Y oefd

i pokrywap si¢ z macierzami Pauliego.

ZADANIE

3
Udowodnij, ze trzy macierze Pauliegd,, 0, , O, spetniay zwiazek 0,0, = 9| +i Zé’k,mam (znaK

m=1

sumowania zwykle giopuszcza.)

Dowolny tensor hermitowski ni@my teraz zapiggako kombinagj liniowa tensoréw bazowych
[ty = x| a) + x| 02} + ¥ 02) + X )

a macierzt" tensorz—ﬂt) w bazieﬂ a's> 0 |a'r >} maze by zapisana w postaci

0 3 1_:,2
trg(:)(x +X° X |xj:ixﬂ0_ﬂ.

x'+ix? x°-x¥ o



Zauwamy, ze przeksztalcenia z grupy SL(2,C) zachawuwyyznacznik macierzy wspékdnych
kazdego tensora dwuwskiaikowego z przestrzerb [ S:

del(tr'é') = deEUtUT] = de(tt"s)

a ten wyznacznik okazujegsiwykltym relatywistycznym niezmiennikiem czteroweld o wspoétrzdnych x*

de(t) =(x°) - (<) = (<) ()"
Z powyzszego wynikaze jezeli przestrzé M, wyjeta z przestrzeni tensoré\Nt>, utazsamimy z

przestrzeni czterowektorOw, to cztery tensory bazovpfa > peinié beda role wersoréw bazowych

u
odpowiednio: czasowego (dfa = 0) i trzech przestrzennychi(=1,2,3).

Sprawdzimy teraz, jakimi macierzarkd i U realizowane #$ podstawowe przeksztalcenia z grupy
Lorentza.

ZADANIE

Sprawd, jakim transformacjom Lorentza odpowiaglapstpujace macierzéJ :

A
_|e” 0],
a.U—(O e%j,

W.: Transformagj Lorentza

x° :/ﬁ(x‘) -y x3)
x° :/V\/E(xe' -y x°)

mozna zapiséw postaci

x? =x°coshy — x*sinhg ,
x® =-x°sinhg + x® coshg .

d2 0
0 e)

~ ( cos? sin%j
“ 0T -sin% cog4)’
U =(cos‘V2 i sinﬂ/zj

isine, cog/,

b. U

Pok&, ze macierze wymienione w punktach b, ¢ kdisitarne.




Rozwigzanie:

MacierzU wymieniona w punkcie "a" odpowiada transformagjréntza wzdha osi z-6w z pedkoscia
sinh¢
coshg

starej 0siz-6w). Unitarne macierze z punktéw b, c i d to — odjednio — obroty o &ty y, B i a wokét osiz-
ow, y-6w i x-6w, przy czym uklad odniesienia obracany jestwolenp. dla punktu b:

V taka, ze tgh¢ = = % (nowy ukfad odniesienia porusza sipredkoscia V w dodatnim kierunku

xz
32
-4
nowy uktad
¥
stary ukitad
x1
x' = x'cosy+ x* siny
x* = =x"siny+ x* cosy.
PHERERRPRRPRBHRY

W ten sposob pokazétny, ze kazda transformagj Lorentza wykonywafiw przestrzeni czterowektorow

mozna zrealizowa odpowiednio sktadag transformacje z grupy SL(2,C) wykonaneSnm S. Grupa SL(2,C)
nie jest jednak doktadnie réwnosvea grupie Lorentza. Bezgednio bowiem widé ze dane przeksztatcenie

Lorentza mae by realizowane dwoma przeksztatceniami z SL(2,C)a maacierzy U ,LT) i rownie dobrze
par macierzy €U ,—U ), ktére rownie maj wyznacznik réwny +1. Méwimyze grupa SL(2,C) podwojnie
nakrywa grup Lorentza.

Poprzednie zadanie dotyczyto podstawowych transfojen Lorentza i sposobu ich realizacji na
poziomie baz w przestrzeniach spinor@dwvi S. Jak st okazalo, transformacje Lerentza realizowane s

odpowiednimi przeksztaiceniami baz w przestrzenidghi S oddzielnie. Dla uzupetnienia podamy
transformacje realizage w przestrzeni Minkowskiego zwykte przestrzenmbicie P (czyli rownoczesa
zmiare zwrotu trzech bazowych wektoréw przestrzennyabghicie czasowd, polegagce w wersji biernej na
Zmianie zwrotu wersora zerowego (czasowego). Waptawdzt, ze te odbicia realizowang sransformacjami

(mozliwymi — jak sk zaraz stanie jasne — tylko w przestrzeésill S, Z uwagi na mieszanie bazowych
spinoréw kropkowanych i niekropkownych):
» odbicie przestrzenne:
) - H|a,), o) ~ilay), o) ~ilay), |a,) - —i|ay)
(Strzatki zastpuja sformutowanie ,przechodzi w”, czyli na przyktad mli nowego spinora bazowedaﬂ'l>

wystepuje po transformacji stary spino*ri‘0’~2> itd.)

» odbicie czasowe:



) - i‘a‘2>' |a,) - _i‘a‘1>' ‘a‘1> ~ i@y, ‘a'2> ~ =ilay).

ZADANIE

lle parametrow rzeczywistych trzeba zé&daby wybra element grupy SL(2,C)? Poréwnaj z gglip
Lorentza.

Wstawka:

GENERATORY GRUPY OBROTOW

7
0.0

Wyprowadzimy teraz relacje komutacji spelniane prageneratory grupy obrotéw. Relacje te ikasic podobne d
wystepujacych w mechanice kwantowej relacji komutacji obgmuijacych dla operatoréw orbitalnego mementdyn co z kolei pozwoli
nam zinterpretowawprowadzone wiej macierze Pauliego.

KD
£

Grupa obrotéw O(3) "urodzita i jako zbidr sztywnych obrotéw ukfadu odniesienigokdt pocatku
uktadu) w 3-wymiarowej rzeczywistej przestrzeni vorhwej.

Obrot jest zadany, jeli podamy ¢ obrotu i kgt obrotu. Zmierzajc z katem obrotu do zera, agjamy|
transformacj jednostkow — jedynle grupova. Pierwsze dwa cztony rozwitia

O(R, da) =1+ iJ, da+...

definiuja generatorjﬁ obrotu wokét osifi (czynnik 'i* wyciagnicto dla przysztej wygody). Maa dowigé,

ze struktura grupy jest okdlena przez podanie relacji komutacji dla wszystkigtzalenych generatorowie
w naszym przypadku takim kompletem niezaleeh generatoréwasnp. generatory obrotéw wokot asiy i z

NN y oraz J, . Relacje komutacji spetniane przez te generatodghdniemy w przestrzeni 3-wymiarowe;

—_—

gdzie obroty reprezentowang rmacierzami 33.
Macierze obrotéw wokot 03, y i z 0 katy — odpowiednio — d, dB oraz o maj postd:

1 0 0
O,(da)=|0 cosda sindr |,
0 -sinda coda
cosdf 0 - sind8
O,(dp = O 1 0o |
sind 0 cosdg
cosdy sindy O
O,(dy) =| —sindy cosdy O
0 0 Y

co w rozwinkciu daje (na przyktad dla obrotu wokét osf);

10



100 (00 O
O,(da)=|0 1 0O[+i0 0 -i|da+....
0 0 0i 0

Macierzowe reprezentacje generatorow odczytangaitpozostatych dwdch wzoréw mgjosta:

00 0 0 0 i 0 - 0
I,=|0 0 -i|, 1,=|0 0 of, I,=[i 0 0
0i 0 -i 0 0 0 0 0

Sprawdzamy regulty komutac;ji:

(Lot ]=0,-1) 4,

[1,.1,]=il,,
[1,.1,]=il ,

Generatory grupy obrotéw spetniajiec te same reguty komutaciji, co podzielone prZeoperatory

momentu pdu. (Naley podkreli¢, ze wystpujace w mechanice kwantowej operatory orbitalnego nmau)e
pedu byly pomnaonymi przez#/ generatorami grupy obrotéw reprezentowanej w przessi Hilberta, a nie |

przestrzeni tréjwymiarowej. Relacje komutacji dlangratorow byly jednak te same, bo i grupa ta spma.

Zagadnienie reprezentacji grupy obrotow w przesirgi#iberta omoéwimy w odsbnym rozdziale.)

Grupa obrotéw O(3) wize sk z podgrup macierzy unitarnych grupy SL(2,C) (oznaczoa&(2)). Do
grupy tej nalea w szczegolngi trzy ostatnie macierze) z zadania na stronie 4. Odczytamy z nich reprezen-

tacje generatoréw:

z punktu d:1,

z punktu c:1

z punktu b:1,

" =10,

_C/)Zj :%0’2,

0

_}/j =30;.
2

Generatory te spetnijpczekiwane relacje komutacji (zaraz to sprawdzjrog)jest wynikienmgcistego

zwiazku migdzy O(3) i SU(2).

ZADANIE
o111 .1
Udowodnij,ze EJI 'Eaj = 1&g EJ" .
Rozwigzanie:
Dla i = | twierdzenie jest trywialne. Dld # ] dowdd mana przeprowadzi przez bezpaednie

wyliczenie. Zamiast tego jednak warto najpierw s@z¢ pozyteczny zwizek

11



0.0, = +ig.0,

(nalezy to zrob samodzielnie dla par wskaikow (k,1) =(1,2), (2,3 i (1,3) i w oparciu o ten zwizek
udowodné relacje komutacji. A wic

23 |ilaamaa)ife - Ja pea.

c.b.d.o.

B 3 3B 3 e e ek e R R

W mechanice kwantowej zywamy operatorahIAZ =J ,» ktory reprezentuje w konfiguracyjnej

przestrzeni Hilberta generator obrotu wokét o&i pomnazony przez 7. Jest to operator-wej skltadowej
orbitalnego momentugplu.

Jezeli macierz il , = h(}é j zidentyfikowa z operatorenz-wej sktadowe] "jakieg® momentu
2
pedu”, to wypada zauws¢, ze:

— baza| 0’1>,| a'2> (do ktdrej odnosg sie powyzsze trzy macierze), jest bawlasm operatoraz-wej

skladowej tego momentwgu hIAZ;

— ta cecha niektorych agtek, ktég nazywamy "spinem jedna druga", meosk wigzat z obiektem z
przestrzeniS, ktdry naley takim castkom przypisé Nasza wiedza o spinie elektronu, wyniesiona sdkur
nierelatywistycznej mechaniki kwantowej, sprowadizsbowiem do tegoze wiemy, # elektron posiada wlasny
moment magnetyczny, ktérego rzut na '@’ moze przyjmowa dwie wartdci. Z tego wnioskuje gj ze
moment ten jest zwkany z wielkdcia fizyczrna zwary spinem opisywanpewnym operatorem momentedu

oraz wektorem stanu naleym do dwuwymiarowej przestrzeni zespolonej aggpina stanac||1j ,m>, gdzie
j=2, m= i%. Ta wiedza z kolei nasuwa nam podejrzengewymienion, przestrzeni moze by¢ przestrzé

S, Ze trzy generatory obrotu w tej przestrzeni posame przez/i sa sktadowymi operatora spinu, a same
wektory| al> i |0'2> odpowiadaj dwém maliwym rzutom spinu elektronu na 6z".

ZADANIE

=

a

1
W przestrzeniS rozwazamy spinor o wspotednych (fzj = (Oj . Jest to wektor wtasny operat

A

fl, do wartgci wlasnej% , odpowiada wic ,spinowi w goe”. Wykonaj obrét uktadu odniesienia wokot ¢si

"X" 0 kat % Znajdz nowe sktadowe spinora. Pakae jest to wektor wiasny operatorl:':}. Czy ten wyniK

mozna byto przewidzié&?

Na chwik zapomniebmy o przestrzeniS. Zanim sprawdzimy, co gidzieje w tej przestrzeni (w
szczegolnéci — jak wyghdaja tam reprezentacje generatoréw), musimy tdizej przyjrzé samej grupie
SL(2,C) a w szczegoldoi wypracowé w niej technilg podnoszenia i opuszczania wahikdéw analogicza do
tej znanej z relatywistyki.

ZADANIE

Udowodnij, ze macierze grupy SL(2,C) pozostawi@iez zmiany wspotezine tensorzﬂ £> nalezacego

do SO S, ktéry w bazie zteonej z tensor(’)\/f/a'r > O | as> opisany jest maciesz

12



0 -1
grs(:)(l Oj (lub dowolr, do niej proporcjonak).

TensorH E) jest wic tensorem niezmienniczym wzgl. SL(2,C).

Taka sytuacg znamy z przestrzeni Minkowskiego, gdzie tensoreigzmienniczym wzgl. grup
Lorentza jest tensa o wspotrzdnych

10 0 0
Jo -1 0 o0
") o -1 of

00 0 -

<

Rozwiazanie:

Macierz tensora“ £> w przetransformowanej bazi|m'r,>|:||a's,> wiaze skt z macierz w bazie

wyjsciowej {| as> U |ar >} wzorem:

11 12
(5 £ j:uaﬂ,

52’1’ 522

gdzie detU =1. Wystarczy wic sprawdzi, czy z warunkwiad —bc = 1 wynika, ze

(i ZJG _olj(z SJZG _oj'

ZADANIE

Czy prawd jest,ze
H = & | a, EI| a,) = —| al> g | a'2> +| a'2> g | al> = HO> (tensor zerowy)?

W: Czy iloczyn tensorowy jest przemienny?

Podobnie jak w teorii wzgtincsci (por. Dodatek 1), tensor niezmienni(ﬂzy) pozwala wprowadziw

S tzw. baz dualm, do bazy{|a'r >} :

‘aS>E|a,>er

ZADANIE

Udowodnij, ze wspotredne spinoréw zS wzgledem bazy{|a'r >} wiaza Sie ze wspOirgdnymi

wzgledem bazy{‘ a’s>} W nastpujacy sposob:
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&M= é’m'gﬁ (te operagt popularnie nazywamy ,podnoszeniem wiski&a” wspotrzdnej spinorda );

¢ = "¢, (opuszczanie wskaika).

Rozwigzanie:

Dla kazdego spinor$f> zachodzi

6= ¢ ay).

Ten sam spinor musigstlat zapisé w bazie{‘ a’ >} :

[9=¢

z czego wynika pierwszy zadek.

a)=§la, e =& a,) = &a,),

Aby pokazé& drugi zwhazek, trzeba zdefiniowa,dolne” wspoétrzdne tensor# £>. Oczywicie powinno

zachodz (podnoszenie wskaikow wspotrzdnych tensora niezmienniczego):

Z czego wynikaze
fsmfrm = 6Sr,

czyli ze

e =5 )

z czego z kolei wynikaze macierz tensorHaé‘) z dolnymi wskanikami ma posta

(e.)= G _oj '

Mozemy teraz wyprowadgidrugi zwhzek z pierwszego:

M=e"¢ /EZem,
‘E‘mrqzm = Emr‘smlfl = Jrlfl = Er’

czyli

g(r = Emgmr’

14
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UWAGA! Zwiazki &" = & ™, &, = £, s nieprawdziwe, bo macierze™ i £,, nie s
symetryczne.

ZADANIE

Udowodnij, ze jezeli reprezentacja SL(2,C) w przestrzéniz baz {|ar >} opisywana jest macierzami

U,tow bazie{‘ a’k>} dziataj, macierzes" UE.

Rozwiazanie:

&' =Ul¢&, czyli (flj :U(flj,

g’gr’n' = Usrlésgr'n' !

& =V 64 676 czyli (?j =£'U ‘zlj ,

c.b.d.o.

ZADANIE

Dla przestrzeniS i reprezentacji SL(2,C) wS udowodnij,ze macierz tensora niezmienniczego fest
taka sama, jak tazywana w przestrzerft, i ze reguly podnoszenia i opuszczania wskedow kropkowanych
sq takie same jak dla niekropkowanych.

Jakie macierze odpowiadajansformacjily wykonywanej wS (baza z dolnymi wskaikami), jezeli

przejdziemy doS i uzyjemy baz:
* bazy z kropkowanymi dolnymi wskaikami (odp.:U),
* bazy z kropkowanymi gérnymi wskiaikami? (odp.:é‘TU &) .

Odpowiedzi udziel przez uzupetnienie pmzych wzorow:

£)-8) (&)

ZADANIE

. Udowodnij,ze Iiczbyfknk, fkﬂk s hiezmiennikami wzgidem grupy SL(2,C).
(Uwaga:fk n= —fk l]k. Warto sprawdZi)

. Udowodnij,ze tkrfr to wspotrzdne spinora wE (wzgledem bazy{|ak>} ).

. Podaj inne przyktady obiektow pochadygch z przestrzertt i S oraz z iloczynéw

tensorowych tych przestrzeni.

Rozwigzanie (pierwszego punktu):

fk,l?k' =Urk,g€m'k'usm‘83t,7t = gUrklgm'k'UsmgSt”t'
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Trzeba wec pokaza, ze
UKe, UlMet=03" czylize UTeUe=1.

Jezeli przypomnié, ze

b
U:(a j gdzie ad-bc=1,
c d

to

UTé‘TUé‘_(ad_bC 0 J_(l (J)j
L 0 ad-bd 0 U’

dio.

ZADANIE

Udowodnij, ze znany z relatywistyki tensor metryczng" “jest scisle zwiazany z tensoreme® ™

nalezacymdo SO SO 1 'S

Rozwiazanie:

Jezeli tensoryH T> i H K> skojarzy z czterowektorami, to liczb& &, %k bd, bedac niezmiennikiem
wzgl. SL(2,C), powinna miecas wspoélnego z relatywistycznym iloczynem skalarnyichtczterowektorow. |
rzeczywkcie:

EanEoqT K™ = Tr(gkgTrT) = 2(K°r° —7(?) = 29”7 K,
co jest podwojonym iloczynem skalarnym czterowebtor

2LV BBRRY
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ROWNANIE DIRAKA :

Réwnanie Diraka opisuje ewolgcjczasow stanu kwantowego ggtki o spinie jedna druga (np.
elektronu). Droga do tego réwnania, ktdu opiszemy, jest nieco disza od tej, jak znale¢ mazna w
klasycznych podicznikach mechaniki kwantowej, ale za to — jakwydaje — pozwala na lepszy wglw tres¢
fizyczm kryjaca sie za rownaniem Diraka.

Na pocatek rozwamy castke punktova o okrelonej masie, ktérej ruch opisujemy hnéwiata w
przestrzeni Minkowskiego. Jak pokazaly w poprzednim rozdziale, wybor bazy w tej przasmi

rownowany jest wyborowi okrélonych baz w przestrzeniack i S. Wektory bazowe| al>, |a’2> z
przestrzeniS zinterpretowalimy juz w rozdziale pierwszym: wektdlal> odpowiada spinowi skierowanemu
zgodnie z ogi "z", wektor z& | a'2> — spinowi w doét.

Jezeli wiec przyjmiemy prowizorycznieze temu atrybutowi cstki, ktéry odpowiedzialny jest za jej
wlasny moment magnetyczny i ktéry nazywamy spingmypisany jest pewien wektor w przestrz&nito juz

na tym etapie — kiedy jeszcze przestrzenny rucstkzopisany jest klasycznie (a nie kwantowo) —zemay
1

prébowd opis& spin castki pan wspélrz;dnych( j tego wektora w przestrzef.

EZ

W poprzednim rozdziale wprowadzily jednak obok przestrzei® drug, blizniacz przestrze S.
Role obydwu tych przestrzeni w konstruowaniu cateitoréw byly rownoprawne — nie unikniemyeawinasg-

pujacego pytania: w jaki sposob spinastki odnosi si do obydwu przestrzenE i S? Réwnanie Diraka,
ktérego wyprowadzeniem teraz giajmiemy, jest zapisem odpowiedzi na to pytanie.

Zinterpretowakmy juz spinory bazowd;a’l> i |a’2> w S. W celu interpretacji spinoré%ﬂﬁ i ‘a2>
w S wréémy na chwité do reprezentacji grupy SU(2). Typowe macierze edadapce przeksztaticeniom tej
grupy wymieniono w punktach b, ¢ i d na str. 8. Wq&;trzeniS w bazie{‘a’k >} dziatap macierzeU .

tatwo sprawdd, ze odpowiadajce im generatory majposta:
U ) el ) ()
=% 0)" 7\ 0J) F L0 A

h
Z postaci macierzyl, wynika, ze wektor ‘al> odpowiadatby rzutowi spinu—z a Wektor‘a'2>
rzutowi E czyli odwrotnie, ni dla bazy{|a'k>} w przestrzeniS. Z pomoa przychodzi tensor

niezmienniczyé‘fs, ktéry pozwala stwierdzj ze dla bazy{‘ a">} relacje g juz "naturalne”, bo

‘ai> =|a,)e" =|a,),

1 Pisownia nazwiska Diraka, kipzastosowasimy pod wptywem sugestii Recenzenta, odbiega odimayug],
powszechnie spotykanej w polskpycznych podscznikach (Dirac). ,Stownik gzyka Polskiego” dopuszcza
pisanie znanych francuskich nazwiskikmcych st na ,ac’ ze spolszczamkoncoéwka ,ak’, np. Balzak.
Motywacja dla takiego pogpowania mae by trudna do utworzenia forma nadnika od nazwiska zapisanego
w formie oryginalnej.
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a*)=la)e?=a,)

i teraz ju widac, ze ai> odpowiada ,spinowi w géf, ‘0'2> odpowiada "spinowi w dot".
qzl
Zastanéwmy si teraz, jakie relacje magzachodzi pomidzy pag wspoétrzdnych (fzj opisupcych

spin castki w S a pan ( ij , ktéra powinna opisywaspin tejsamejczastki w S.
2
Zatézmy, ze oghdamy castke z jakiega inercjalnego uktadu odniesienia. Zaidy dalej,ze castka ma
okreslony rzut spinu na®,z’ réwny na przyktad+ % i niech to lrdzie odnotowane w przestrzeniaEhi S

w ten sposolye wspétrzdne fk opisupce ten spin wynoaz

PN

i s3 rowne wspétrgdnym &, :

&) \o)
Oznacza toze w S spinowi naszej estki odpowiada wektor (spinofp’l> aw$s wektor‘a’i> .

Zatozylismy wiec na chwig, ze obrazy spinu wybranej g=tki oghdane wS i S 5 takie same.
Przejdgmy teraz do innego uktadu odniesienia. Wykonujemgcwbierry transformagj Lorentza, czyli
wspotrzdne spinoréw ulegajzmianie wg przepisu:

&)=
& )=eody)

Obrazy tego samego spinudyi S s teraz na ogo6t ine! Sprawdmy to. Zacznijmy od obrotéw. Macierze b,
c i d (str. 8) dziatajce w S na wspoirzdne fk s typowymi przyktadami obrotéw - kdy obrét da s
"posktada" z takich obrotoéw elementarnych.

Macierz transformujca wspotrzdne fk ma postéa gU¢ (por. zadanie na str. 15). Latwo sprawglzi

ze dla macierzy wymienionych w zadaniu w punktach ,b” i ,d” zachodzi gUe=U 2Tak wiec obroty
nie daj jeszcze niczego zaskakoggo: jakikolwiek bytby "spin poatkowy", to patrac z uktadu obréconego
widzimy nadal taki sam obraz spinu®vi S. Sprobujmy teraz wykoraransformagj Lorentza z jaks rozna
od zera pgdkosciag wzgledna uktadéw odniesienia. Zacznijmy odepkosci wzdtuz osi .z’ (macierz wymie-
niona w punkcie ,a” na str. 8):

2 Ten sam zwizek zachodzi dla dowolnej macierzy unitarkéj, co mana tatwo pokaza
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()5 2)I5)
(6)=eodd-(5 5 208 90
{5 SE-%)

Juz wida¢, ze dzieje sj cos ciekawego. Wprawdzie obydwa spinory wskaaztijgle jeszcze rzut ¥, /i
ale wartdci wspétrzdnych g juz rézne.
Przejdmy na koniec do uktadu porusze¢go st w kierunku innym, i o$ ,,z’. W tym celu wystarczy
7l
wykona najpierw obrét uktadu wokét osi (na przyktady’,0 kat @ réwny (na przyklad)E a nastpnie

wykona transformagj wymieniors w punkcie ,a” w kierunku nowej o0siZz, Wspo6trzdne spinora z
przestrzeniS (wzgledem bazy{|a'k >} ) ulegry transformaciji:

(E)-0 2% Va-ml Sl
47 D3l
V2l o e?\i) J2lie”

a wspotrzdne spinora z przestrze® (wzgkdem bazy{‘ ak>} ):

$i) _ arr T_l_T__l_ie%
(52) =eU_ e Udf(oj =¢ UaUdf(Oj = \/E(ie’%J .

Teraz ju wida¢ istotr réznice. Obydwaj reprezentanci spinu @i S) nie maj juz okreslonego rzutu
spinu na 6 ,Z’ (i to nie dziwi, wszak obracdliny wokét osi x7). Ale dla predkosci wzglednej uktadéw ranej
od zera (zatymy dla przyktaduze @>0) obraz z przestrzer® wskazuje spin ,raczej w dot’ a B .faczej
w gor”. Musimy pogodzt sie z tym, ze obrazy spinu estki odczytywane z przestrzenia&hi S beda na
0got r&ne!

Mozna wkc postawd takie pytanie: czy dla danej gstki, ktorej spin chcemy opiéada s¢ w jakis
uniwersalny sposob wskaztaki uktad odniesienia, w ktorym obrazy jej spimyprzestrzeniaclE i S s takie
same?

Okazuje si, ze:
* uktadem tym jest uktad spoczynkowy castki (warto zauway¢, ze jest to jedyny uklad wyddiony

przez castke);
* stwierdzenie tego faktu jest réwnowane napisaniu réwnania Diraka Wyprowadzeniem

tradycyjnej postaci tego réwnania terag zajmiemy.

Zatozenie o tymze obrazy spinu estki w S i S 5 takie same, jeeli patrzé z uktadu spoczynkowego
tej castki, zapiszemy teraz w formie kowariantnej:
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Uktft- sz,

gdzie macierzukt, to wspotredne takiego szczegblnego tensora iglego do S S, ze w ukladzie
spoczynkowym cgstki przyjmup one postémacierzy jednostkowej. Mamy gd

u(=

01

)u°+u3 ut —iu?
ut+iu? ul-ud

10
j = |w ukladziespoczynkowm| = ( j :

Czterowektorem odpowiadglym macierzy u okazuje si wiec by czteropedkos¢ czastki (w

uktadzie jednostek, w ktorymC=1 czteropedkos¢ czstki spoczywajcej ma sktadowe u’=1,
12 =113 =
u=u-=u"=0).

W uktadzie odniesienia innymauktad spoczynkowy maciera" nie jest ju maciera jednostkowy i
wspotrzdne Ek oraz E,. s rézne. Kowariantny zapis gwarantujge zwiazek wspotrzdnych Ek i fr jest
wazny w kazdym ukladzie odniesienia. Migc go obustronnie przez maspoczynkow czastki otrzymujemy
dla castki swobodnej zwizek:

pktng = mﬁzk )

gdzie pkt jest tensorem czteregu czstki swobodne;.

ZADANIE

Udowodnij,ze P,; pkt = n’fd‘r

Rozwigzanie:

—_ s
Pi = P &

0 3 1 2 _
. =€ p.;gz(_ol 3(;: igz EO—ISJG olj
_(p’-p -p-ip’
_(—p1+ip2 p0+p3j'
PP )R] p“:(pof P 'rf,l”izj(pf P pl'ipzj
-p-ip?  p’+ p*\p'+ip* p°-p

02 _ =2 1 0
:(p p 20 j:mz( ]j,
0 p” - p’ 0

BRBBEREBRBRBRER

czyli

dio.
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Przyjmiemy wéc, ze kompletny opis spinora wymaga podania kompleterezh wspétrgdnych w
postaci (na przyktady¥”, 52,51,52. Oznacza toze opisujemy spinor w przestrzeS [ S (uzywajac bazy

{| al>,|a2>,‘ ai>,‘ 02>} ). Komplet tych wspotradnych wypisuje si tradycyjnie w postaci kolumny a obiekt

z przestrzeniS [ S ktéremu ten komplet wspokdnych odpowiada, nazywamy bispinorem.
Przeksztalcag zwiazek pktff = mé wg przepisu:

pr& = me* /@k Py »
pe P& = M .
i korzystapc z wyniku ostatniego zadania mamy
m’é, = mé .,
co prowadzi do bfiniaczego zwizku
&Py = ME,

Jestémy teraz gotowi do napisania tradycyjnej postacvr@nia Diraka dla bispinora. Réwnanie
wyjsciowe i to wyprowadzone powrgj mazemy zapis&w postaci

pré =ms, p.'& =mé,

co ugte w postaci jednego réwnania macierzowego ugajoby tak:

0 0 pli p12 in in
0 0 p* p|&|_ &
p1'1 p2‘1 0 0 51 4(‘1 '
P, Py 0 O, ¢
Wprowadzimy teraz oznaczenia
0 0 p1‘1 p12 0 0 po + ps p1_ ipz
0 0 pzi pz‘z _ 0 0 p1+ ipz po_ p3 _, p#
Py Py, O O] | p’-p° -p'+ip> O o |
P Py 0 0 - pl - ip2 po + |03 0 0

gdzie macierzey” maja postd:
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0 01

0 001 0 o,
Vo= =

100 0 \g, O

010

0O 0 01

0O 0 10 0 o
ylz =

0O -1 0 0 \-g, O

-1 0 O

0 -i
0O +i O 0 o,

y2: =

O +i 0 O -g, O

-i 0 0 O

0O 01 O

0O 0 0 - 0 o,
y3: =

-1 0 0 O -g, O

0 10 O

czyli w skrocie

( 0 Uoj ( 0 akj
Vo= , Vi = :
g, O -, O
Jezeli oznaczy
oy.(= py*) =0,
to rownanie Diraka dla astki swobodnej zapiszemy:

O -me=0.

ZADANIE
Jak wyghda réwnanie Diraka wypisane z jawnym oznaczeniegdkméci $wiatta ,C"?

W: Nalezy przéledzic wyprowadzenie réwnania Diraka i odnal¢o miejsce, gdzie pohylismy
c=1.
[Odp: (D - mc)CD =0]

UWAGA!
W niektérych opracowaniach zamiast macierzy,,d,,0,,0, uywa Sk macierzy

(JO, Jl, 02,03) = (JO —0,~0, ,—03) . Jest to zwizane z wyborem konwencji zapisu wigaia p“ Yy

Albo uzywamy kontrawariantnych sktadowych cztegdp i wtedy piszemyp” Yy i stosujemy macierz%,,
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ktére wypisano wiej, albo wywamy kowariantnych skltadowych czterojp (r&zniacych sé od tych
poprzednich znakiem przestrzennych sktadowychkzermy p#y“. Ta druga wersja jest €to spotykana a

dodatkowo przemawia zaanto, ze zmiennymi kanonicznie spronymi do kontrawariantnych sktadowych
czteropotaenia g kowariantne sktadoweefdu. (Wszak mana napisé zwiazek,

o
dxX’ b’

ktory dla k =1,2,3 daje trzy pierwsze réwnania Hamiltona.) Ma wicc uzywaé macierzy ) pamitajac o
tym, ze dlak =1,2,3 zachodziy, = - }} )

Warto zwroct uwag, ze na razie napisdiny réwnanie Diraka, w ktérym nie wygtuja takie
charakterystyczne dla mechaniki kwantowej elemgatyprzestrzenna funkcja falowa i operatory djigla w
konfiguracyjnej przestrzeni Hilberta.

Podsumowujc: réwnanie Diraka dla agtki swobodnej jest syntetycznym zapisem dwochabé@aych
stwierdzé:

» masa cgstki opisywanej réwnaniem wynosn (albo inaczej: zachodzi zwdek medzy pedem i
2
energiy p° - P° = nt);
« dla spoczywaicej castki ze spinem zachodZ' = E,. .

Rownanie Diraka w mechanice kwantowe;.

Jak wiemy, dla opisu danego uktadu fizycznego ketezgé w mechanice kwantowej z tzw. przestrzeni
Hilberta stanéw fizycznych > Podczas wgpnego kursu mechaniki kwantowej poznajemy najprastersg
tej przestrzeni — odpowiada ona opisowi konfigupapgh stopni swobody @stki. Najczsciej wywam baz
w tej przestrzeni jest baza wektorow W+asn)}<%> operatora potgenia X : 7(| 7(> = 743(> (Zauwamy, ze
oznaczenie ,iks ze strzafkwystepuje tu w trzech rimych rolach. Jakich?) Wspotane wektoréw stanu w tej
bazie<)?| L|J> nazywamy funkcjami falowymi w reprezentacji pieo.

Formalizm kwantowy, ktéry chcemy tu zbuddwana szersze ambicje. Rozszerzenie ma pélega
zarejestrowaniu faktuze opisywana citka ma, oprdcz potenia, wewgtrzne stopnie swobody manifesicg
swoje istnienie spinem (bezgrednio w eksperymencie: wkasnym momentem magnepyezarmstki). Wektor
stanu czstki — oprécz przestrzennego rozktadu prawdopodsibie — winien wec teraz uwzgidniac spinowe
stopnie swobody, coedzie wymagato odpowiedniego rozbudowania przestidéberta.

W wyprowadzonym przez nas klasycznym réwnaniu Qiradgstpuje czteropd czstki. W kwantowym
stanie ukladu ztonego z pojedynczej ggtki jej ped nie musi by (i na og6t nie jest) okéony, chocia
zawsze jest mdiwy rozktad funkcji falowej na funkcje wtasnexgu. Zacznijmy w¢c od standw z oksonym

|
o o
pedem, opisanych w przestrzeni konfiguracyjnej fuakiglona W(x)Oe * , (gdzie px = Et— Pl X).

&

-—pX ——pX
Zbudujmy czterokomponentawfunkcje € " , gdzie fala ptaskae€ "  opisuje stan uktadu w
i
¢
przestrzeni konfiguracyjnej a kolumna jest odpowiatha za obraz spinu ggtki w przestrzeniS[] S
Powinno zachodzi
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bo w miejsce operatorbho"” pojawi sk P, i teraz liczbowa macierz(y” P, ~ m) zadba o0 wiéciwa dla

danego czteramlu relacg miedzy wspoétrzdnymi Ek i Ek. Wiemy juz, ze wspoéirzdne wystpujace w
kolumnie kzda miedzy sola uzgodnione, odpowiednio do wadtd pedu — std indeks przy tej kolumnie.
Aby przeg¢ do stan(’)w odpowiadggych jakiné innym funkcjom falowym ze zwykiej przestrzeni

Hilberta, np. l,U .[¢ e o p. musimy scatkowaréwnanie Diraka z wag¢( )

g(1
2
[o(0)n (y"a, - m)er” ‘; -0,
1
< P
El
2
(ihyﬂdﬂ‘m)jﬂf) pe”px ff =0 (Catkowanie po @ach obejmuje te kolumrg
1
$s

p
wspotrzdnych!).

Wystepujaca tu catka ma postazterokomponentowej kolumny zawieregj funkcje zmiennyctX:

& (¢'x)

[ #(p)c pe” j wlgg
2/ s ¥,(x)

2
gdzie na przykiad‘(//l(x)‘ d>x jest prawdopodobistwem tego,ze w chwili x° czastka znajdzie siw

objetosci d®x wokot punktu X a w przestrzenS bedzie miata ,spin do gory”. Taka interpretacja wyraag
oczywicie zadbania o whkgiwa normalizact bispinora (zauwany, ze réwnanie Diraka — podobnie jak
réwnanie Schrodingera - jest nieczute na zminarmalizacji funkcji falowej). Zagadnieniem nornzalcji
zajmiemy st nizej.

X
Zwréémy uwag na to,ze bispinowa funkcja falowa w postagi g

><

) jest reprezentagjwektora
()

¥,(x)

stanu nalgacego do przestrzeni Hilberta rozszerzonej o przestrSL] S. Jeeli wiec konfiguracyjma

24



przestrzé Hilberta oznaczy przez H to przestrzeni rozszerzog jest H [J (SD g Baza, w ktorej
opisujemy tu wektory stanu, sklada « wektoréw|)?> 0 |a> gdzie |)?> to wektory wlasne operatora
potozenia dziatajcego wH aw miejscq a> wyskpuje jeden z czterech Wektordwl>, |az> , ‘ai> , ‘0'2>

napinajcych przestrze SO S.
Uzyskane przez nas réwnanie

(ﬂ - m)lP(x) =0

jest kwantowym rownaniem Diraka dlaasiki swobodnej.

ZADANIE

Sprawd;, ze (pvy" + @( py* - n) = B — m, czyli ze rbwnanie powtoki mas jest wbudowane| do
rownania Diraka.
W.: Korzystajic z tego,ze 0,0, = 0,0, + &0, (wskaniki K, [,m numeruj tylko sktadows

przestrzenne) mma pokazé, ze %(y”y" + y"y”) =g”l.

Rownanie Diraka dla punktowej czstki naladowanej oddziatujacej z
polem elektromagnetycznym

ZADANIE

Zwiazek migdzy predkoscia czastki w polu elektromagnetycznym i jej pedem kanonicznym

a.Przypadek nierelatywistyczny
=2
Hamiltonian castki swobodnej ma postaH :Zp—. Jak wiemy, przégie do hamiltonianu w polu |o
m

potencja+acr(¢, A) nastpuje przez zagpienie (zapis w systemie jednostek Sl):

HoH-ep, p- p-eA

Sprawd, ze powysza regutka dziata prawidtowo, czyk dla hamiltonianu

-\2
p-eh
H = —( +e
2m ?
otrzymujemy poprawny zwzek midzy pedem kanonicznymp i predkoscia X: p= mx+ eA oraz

poprawne réwnanie ruchu w postarafﬁ( = <;XX #Ié + eE
(przypadek b. - iEj)
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Rozwigzanie:

_H 1

X z —( p, — eA() i podobnie dla pozostatych sktadowychydSt
m

P = mx+ eA

Reszta réwn@aHamiltona prowadzi do

-p,=21-2 —eﬁ)Eﬁ J+e—

-mX- E{dA‘ X+ a? y+ i’ zj - edAX = —e?ﬁ#eﬁ
oX oz a X X

&
mx = e{dp\/ ORJ e'di_dﬁj+ _@_ﬂ),
Z S o X X &

mx = 6(;X>< *E) + eE
X
i podobnie dla pozostatych sktadowych, czyli

mx= exx Bt eE

co jest drug zasad dynamiki z udzialem sity Lorentza i oddziatywazigolem elektrycznym.

ZADANIE c.d.

b. Przypadek relatywistyczny

Dla relatywistycznej cwstki swobodnej obowkrzuje réwnanie  powtoki masEZ—TD2= nr.3

Hamiltonian napisany w oparciu o ten zmék ma posta H =4/ f)z + [H = Cy TDZ +nf 02] . Sprawd,

jaki jest wynikajcy z tego hamiltonianu zazek midzy przestrzennymi sktadowymi czterogkosci czastki

7S 07

U U
U =— {u" = C—} i pedem kanonicznym. Powt6rz to rozumowanie dlastid w polu elektromagng

tycznym, gdy obowizuje hamiltonian H = \/(f)— e?ﬁ)2 +mM+ @ [H =c\/(|6— e70)2+ mé+ ¢}
Poka, ze p* —eX' = md'.
E

[W zapisie ,z jawn predkoicia swiatta” ten ostatni wzor wygbla identycznie, z tymze p0 = a

pl, pz, p3 sa zwyklymi kontrawariantnymi sktadowymi ¢du przestrzennego. Podobnid\’ =

o™ 4

E2
3 W notacji nie korzystagej z zatgenia C =1 réwnanie powtoki mas ma poétaCT - f)z = e,
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Al A% A g kontrawariantnymi sktadowymi wektoraA speitniajcego standardowy i niezaley od
konwencji zapisu mdkosci swiatta zwiazek rob& = I::’a.]

Rozwigzanie:

Dla castki swobodnej odpowiednie réwnania Hamiltonaqmsta

oH O p
= P itd.,, czyli X=VvV= P

&b, \Jp?+nt p2+nt

X =

Wynika std, ze

. mev 2 . m2v 2
p-= 2 p-= 2
1-v
1- 2
Cc

czyli

_ nv
P=Vvyp + \/— mu

o
+
3
QD
1
1
3
cl

ol
"
o<

RE
N

(@)

Dla skltadowej zerowej czteregu mamy z&

:[r)2+rnz:%:muo E *2+rnz(;2_
-V

P

Zupetnie tak samo prowadzimy rachunek dla przypad&ddziatywaniem i otrzymujemy
p’-eX = md.

Powyzszy zwhzek wyraa czteropgdkos¢ czastki w polu elektromagnetycznym przez jej cztewbp
kanoniczny i pozwala napisadéwnanie Diraka dla estki w polu:

w wersji klasycznej” [y”( p* - eA“) - rT}(D =0
i w wersji kwantowej [y#(iho"” —eA”) - rT]lP( >§ =0.

(Piszc jawnie pedkos¢ swiatta musimy w obydwu réwnaniach zgst M przez mc).

2L BBBRRY
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Réwnanie Diraka jako rownanie ewolucji w czasie.

Ewolucja stanu fizycznedd-P> w czasie opisywana jest w mechanice kwantowej afiam
ind| W) =H|W).

Dla castek bez spinu, opisywanych w reprezentacji paitp rownanie to przybiera postadwnania
Schrédingera. Wyprowadzone #¢j rOwnanie Diraka réwnie jest rownaniem ewolucji. Mamy bowiem

(ponizsze rachunki wykonamy dla gstki swobodnej — uogélnienie na przypadek z odgwiahiem jest
trywialne):

(iny°d, +iny*o, -m)w =0,

22
UO:G (J)j' 01:(—01 _oj' UZ:(—Oi 2)] 03:(_01 (J)j'

tatwo sprawdz, ze V)yo = | . Wykorzystamy to mnac rownanie Diraka prze;/) . Otrzymujemy:

gdzie

(ind, +iny"y o, - y'mjw =0.

Wprowadzimy nowe (powszechnigywane) oznaczenia dla wygpujacych tu macierzy ¥4:

V=B Yy =ad
= 0_(0 aoj o=y k_(—ak Oj_(ak Oj
e o) T e )T 0 —o)

Trzy ,przestrzenne” macierze Pauliego z dolnymiaisikami d,, 0, , 0, oznacza siczsto przezo .
g O

Zapiszemy wéwczastl = ( j . Jezeli skorzystamy z tegag:

iny’y o, =ina*d, = a*p, =-amp,
to rownanie Diraka m@my zapisdw postaci
ind,w = (& P + fm)w
a operator
ah+ pm=—-iha*d, +pm

wypada nazwaoperatorem Hamiltona.
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Uwaga: tu x° =t. Gdyby wprowadzi jawne oznaczenie gakosci Swiatta, to poprzednie réwnanie
miatoby posta i7d,W = (Z}' Eﬁ + ,Bmc)w , i otrzymalibymy z niego i7d, W = (CZ?’ Eﬁ) + ,BmCZ)LP z

hamiltonianemH = c& [P+ BmE .

Reprezentacja standardowa rownania Diraka

Réwnanie Diraka wyprowadzliny w reprezentacji spinorowej. Przez zmgiaaprezentacji rozumiemy

tu zmiare bazy w SO S. Reprezentacja spinorowa obamije w bazie{|a’l>,|az>,‘ai>"a2>} , W ktorej

spinorowi odpowiadaj wspétrzdne . Biorac w charakterze bazy odpowiednie liniowo niezaée
1
¢

kombinacje liniowe spinoréw bazowychal>,|a2>,‘ai>,‘a2> mazemy przej¢ do nowej bazy (tzw.

9

standardowej), w ktérej bispinorowi odpowiaglapwe wspétrzdne W, = 2 spehiajce zwizki
1

()-Lleve). (%) =le-e)-

ZADANIE

Niech wspotrzdne @,, @,, X,, X, odnosa sig do spinoréw bazowyct1¢1>,‘ ¢2>,‘)(1> ,‘)(2>. Nalezy

wyrazi¢ te spinory przez‘ al>,‘a2>,‘ai>,‘02> .

Rozwigzanie:

Jezeli

¢, 10 1 o0&

$,] 1|0 1 0 152=A(5J
xi| J2j1 0 -1 oll¢g| \&)
Xs 01 0 -2,

to

4 Dla wskanikow w bazie standardowej nie rozwiniemy formalizioh opuszczania i podnoszenia.
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(#)0%) ) x3) = () ) o) ) A,

i dlatego
#) :%ﬂ a,) +‘a‘1>)'
7°) = (|a2) +[a),

ZADANIE

Napisz ogdla post& kolumny wspotrzdnych bispinora standardowegastki spoczywajcej. Jaki jest
ten bispinor gdy rzut spinu ggtki na @ ,Z’ wynosi (na przyk’rad)—%h ?

9,
9

Réwnanie Diraka dla bispinord¥, = 2 znajdziemy drog odpowiedniego podstawienia w

X1
X2

réwnaniu Diraka w reprezentacji spinorowej:

£)-=()

Prowadzi to do nowych maciergy, i @' :

AU ind AW, = (Er p+ ,Bm) AW,
ihdW, = (@, 08+ Bmw.,

S A N |

L (1 0
Bou = ABA _(o —J'

gdzie

Zauwamy, ze macierzed i 3 sa hermitowskie ize ta wlasné nie maze zaleet od reprezentacii.
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ZADANIE

Oblicz jawm posta czterech macierzy w reprezentaciji standardowe;.

Rozwigzanie:

Roéwnanie Diraka

&

(iny*p, - m) ‘: =0

<

[

ma nasipujaca struktue: macierz 44 (elementy tej macierzy zawiegajozniczkowanie po zmiennych

czasoprzestrzennych) dziata na kolgm(reprezentagj wektora). Zmiana bazy w przestrzer$[] S
prowadaca do zmiany wspotezinych

<zl g(1
<l A '3
S S
¢. 2 52

gdzie A jest macierz liczbowa unitarm o rozmiarach 44, doprowadzi do zmiany macierzy reprezequej
operator

Niny"p, - m A* = h Ay A, - m
Stad

Ve = AYAT,
0 1(| |j(o a°j(| |j (0—0 oj (| oj
Va=7 = = |
2\ -1){g® o\l -l 0 -0° \0 -l
0 UKJ(I |j_(o —Ukj_( 0 ka
o o)u -1) \ev 0) \-0, 0)
i Rg R g g g g R g g R

Przefcie do nowej reprezentacji w przestrzesi] S odbywa st zawsze za pomagakiejs macierzy

unitarnej (takiej, jak na przyktad macierA\). Wszystkie takie transformacje pozostawidjez zmiany
przytoczone ja wyzej relacje antykomutacji railzy macierzami gamma:

[y”,y”]+ =291 (I jest macierz jednostkow 4 x 4)

oraz odpowiednie relacje spetniane przez maciérzef3:

31



akzzl[)ﬁ:

[a*.d'], =0 da k#l,
[ak,ﬂ:L =0.

ZADANIE

Sprawd: powyzsze wzory dotycxe macierzyd i [ a take poka, ze kwadrat macierzyy0 jest

macierz jednostkow | a kwadraty macierzy/k (dlak =123) sa rowne — | .

Jak st okaze, w rachunkach, w ktérych wgstuja macierze gamma, istotne powyzsze relacje
antykomutacji a nie konkretna posionkretna reprezentacja) maciergy, @ , czy 3.

Zupemny ukiad rozwiagzan rownania Diraka dla czastki swobodnej w
reprezentacji standardowe,.

Rownanie Diraka (w wersji z jawnynt’;) ma posté:
ind W = (a P + ,Bmc)lP .

Separacja czasu jest trywialna:

W sktadowej konfiguracyjneH przestrzeni HilbertaH [ (S S mozemy wybrd rozwiazanie w

postaci fali ptaskiej (bo operatoegu komutuje z hamiltonianem), co daje nam bispinduwnkcije falowa w
postaci

¢,
Lo P,

X) = et , dzi =
(//(X) u gdzie U M
e

i reprezentuje postavektora stanu w skltadowej spinowej przestrzenbétiia. Réwnanie Diraka zredukowane
do macierzyu zapiszemy w postaci

Eu= (ch D”p+,[>’mé) u

W reprezentacji standardowej macie@ei 8 maj posta:
_ 0 aj (I oj
a = — 1 = ’

st (0_ 0 ﬂst 0 -l
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co pozwala przepigsadéwnanie Diraka w postaci:

¢ A
0
E ¢2 — C( 0 Jx pxj + C( ay pyJ + C( 0 az pzj + (mCZ O j ¢2 ’
)(l ax px O Uy py O Jz pz O O - mC2 )(1
e X2

réwnowanej uktadowi czterech réwhgednorodnych na sktadowe bispinora standardowego:

(E—m€)¢l— CRX, -(: R- ig))(zzo,
(E—mc?)¢2— c( R+ ig))(1+ cpx, =0,
(E+m(,2))(l— cpy, - -(: R- ig)¢2:0,
( )X2_<€9+i@)¢1+ cpg,=0.

2
Wyznacznik podstawowy tego ukfadu rovinaynosi (E2 - CZT:)2 -nf C4) i znika (zera drugiego ¢du!)

da E =+ p*+ nf .

Tak wiec dla energii E = E, =+w/CZ”p2+ nt ¢ pozostag nam dwa réwnania na cztery

niewiadome. Maemy dowolnie wybier& sktadowe ¢1 i ¢2 (albo inne wiéciwe dwie z czterech), reszt
sktadowych wyliczajc z rowna. Otrzymamy przyktadowo:

1 0

¢1 0 ¢1 1
.| | P 6, _|dp.-in)
X1 ) E++n_]C2 ’ X1 ) E, +mc
Xz (+),1 M )(2 (+),1 i
E,+mc E,+mc

Powyzsze rozwizania zapisaneasw reprezentacji standardowej. Zauwyy, ze gorne sktadowad sa
\Y
rzgdu jedynki a dolney rzedu E (gdzie V oznacza szybko czstki) i bytyby do zaniedbania w przybdiniu

nierelatywistycznym. Wynik ten wskazuje na #e, pojawianie si réznicy miedzy sktadowymié® i fs dla

czastki bedacej w ruchu jest efektem relatywistycznym. Sktadog@ei Y rozwiazah o energii dodatniej

nazywa st czasami sktadowymi — odpowiednio — zgmi” i ,matymi” bispinora standardowego.
Rozwia;ania( )(—),r i ( )(—),x odpowiadajce E<0 omowimy za chvl

ZADANIE

 Jaka jest poséaspinoréw( )(+)¢ i ( )(+)T w przyblizeniu nierelatywistycznym?

« Jaki jest ich sens fizyczny, gdyastka jest w spoczynku?

» Czy dla szybkiej cmstki (predkos¢ poréwnywalna z mdkoscia swiatta) powysze dwa rozwizania
odpowiadad konkretnym wartéciom rzutu spinu naso, Z"? Kiedy odpowiadaj? W: naley rozwazy¢ ruch
wzdhy osi 2.
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Rozwigzanie:

* W przyblizeniu nierelatywistycznym skitadowgy, znikaj i rzut spinu czstki na & ,2” jest
okreslony.
* W spoczynku mamy to, co wgj, juz bezzadnych przyblien.

« X#0 oznaczaze ¢ # &, . Zauwamy jednak,ze gdy p, = p, =0, p, # 0, to wtedy stanom

h h
( )(+)¢ i ( )(+)¢ odpowiadad okreslone rzuty spinu naso, Z ™ +§ oraz —E. Z wczeéniejszych

rachunkéw wiemyze tak musi by: czastka, ktora najpierw spoczywa z oflmnym rzutem spinu naso
» 2", po nadaniu pydkosci wzdtuz osi ,Z” nie przestaje miezdeklarowanego rzutu spinu reack.

Inne rozwizania dla danychE, P réznia sie od tych dwdch wiej wymienionych stanem spinu
czastki.

BRBBLEBREBRBBBBER

Wréémy do przypadkuE < 0. Wypisupc rownanie Diraka skorzystaiy z tego,ze wspoétrzdne
czteropedkosci czastki spoczywajcej s (C,0,0,0) i w konwencji C =1 napisalmy uabfb =& albo
pabgb = mé.

Chac rozwaad stany o ujemnej energii i clic napisé dla nich rownanie Diraka musimy pogoélsig
z tym, ze wektor czteromdkosci spoczywaicej castki o energii ujemnej ma wspoddne (— C,0,0,0), czyli
dla takiej castki &% = —fa. (Réwnoczénie jednak mamy Wted;{'a = fa, podczas gdy dla spoczyweych
czastek o dodatniej energii byle["‘é1 =-¢

a — zachodzi wic petna symetria). Tak Wi rozwaanie energii

ujemnej przerzuca nas automatycznie do rezai ktére w spoczynku spetnigjelacg % = —fa. Wybiera-

jac E=E. =—( P+ nfc¢ otrzymujemy kolejne dwa rozwiania ( )(—)¢ oraz ( )(_)T , ktore

maozemy wybrg& w postaci

_cp dp. -ip,)
¢1 E_ - m(:2 ¢1 E_ — m(’z
¢2 — C( Pt ipy) ¢2 Y
X1 E -mé |’ X E.-mé
XZ (=)t 1 XZ ()4 O
0 1

Normalizacja rozwiagzan standardowych
Otrzymane wyej rozwiazania, ogidane w konfiguracyjnej sktadowej H przestrzeni itla, g falami

ptaskimi, wec w zwyklym sensie nieasnormowalne. Mena je unormowé& w sensie ,jedna @stka na
jednostk objetosci”, czyli tak, aby
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9

+ - - ¢2
VW=, 8, x. X)) |=L
1
Xo
1
0
cp,
Wezmy pierwszy stan: N E +mc |- Wiasciwa normalizagg  uzyskamy, gdy
op, +ip,)
E, +mc
1
sz)z 2
N=|1+7——=3| .WspodlczynnikN dla pozostatych trzech stanéw jest taki sam.
(E+ + mc?)
ZADANIE

Czy okrélona przez nas norma stanu bispinorowego (jedastica na jednostkobjetosci) powinna by
niezmiennikiem relatywistycznym?

Rozwigzanie:

Normalizacja ,na jednostk objetosci” nie powinna by inwariantna: jeeli w jakims uktadzie
odniesienia mamy jednczastke na kada jednostk objetosci, to w innym uktadzie normalizacja tego samego
stanu lkrdzie na ogét inna (na skutek lorentzowskiego skmiaebgtosci). Wiaze sk to z tym,ze wszelka gs-
tos¢ (czegokolwiek w trzech wymiarach) nie jest skataréylko zerovyq sktadova czterowektora (czterogiu
tego czeg& prawdopodobigstwa, tadunku, masy itp?).

Jako przyktad rozwany stan swobodnej ggtki spoczywajcej o energii (relatywistycznej) dodatniej,
znormalizowany do jednej ggtki w jednostce okjosci, ze spinem skierowanym ,do goéry” ktory w
reprezentacji standardowej reprezentowany jestcfyrialowa

A
e (e | P
W(x,t)=¢(x)er =e
X
X2
¢ (1
o _ _, | ?|_|0 . ,
z podstawieniem:p=0, E=mdé, N=1, X, “lo (nalezy to sprawdai).
1
X,) \0

5 Normalizacja nie zafsy od wyboru reprezentacji (bazy) w przestrz&i S bo wszystkie one (spinorowa,

standardowa i inne) pgdzone § przeksztatceniami unitarnymi (macierzami unitarny® o wymiarach
4x4),
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Mamy wiec czstki spoczywaijce, srednio jed w jednostce olgtosci. Dokonajmy teraz transformacji
Lorentza z punktu ,a” w zadaniu na stronie 11, odipdapcej skierowanej wzdi osi ,Z° szybkdsci
wzglednej V' uktadéw odniesienia (nowy uktad odniesienia poausg z szybkdcia V' w kierunku osi 7°).

Po takiej transformacji powinémy otrzyma funkcje falowa znormalizowaa do T czastek na
1_7
C2
jednostk objetosci, bo tylokrotne jest skrocenie Lorentza. Spram to.
qzl

Jak ju wiemy, w wyniku rozwaanej tu transformacji Lorentza wspdéidne (fzj i fj spinoréw
2

ulegap zmianie:

()-8 8f8) wn (-0~ o)
§-wdd 7 QG @-0-(2 2J3-2)

gdzie tghg = % :

Dowolna transformacja z grupy SL2C, przettumaczdmaeprezentacji standardowej, ma pésta

¢ &
| _ 52:
X &
X> $
p & &
Wl EZ_A(U Ojfz_
x| 1&] \o £0g &
X2 % $%
& ¢
(U o0 L |& (U 0 ¢
‘A(o gTLngA q'{o gTUejA X
$ X>
gdzie
101 O
~1]/01 0 1
A=3l1 0 -1 o
01 0 -

W naszym przypadku transformacja wspédizych bispinora standardowego przebieggwiastpujaco:
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6.\ (1 ) 10 1 0)e? 0 0 0 10 1 0Y1
¢2:0_>'2:i0101 0 e 0 0i01010=
Xo| (0] x| V2]10 -1 0] 5 4 & go|V¥2/10-10)0
1 — ¢ —
x.) o) x, 01 0 -1 0 o o 01 0 -1)0
coshg 0 —sinhg 0 y
P 2 P 1 cosh-
0 cosh™ 0 sinh™ 2
= 2 Ol_| o
—smhg 0 cosh% 0 0 —sinhg
0
0
0 sinh% 0 coshﬂ

Kwadrat normy funkcji falowej (ktory przed transfioacp wynosit 1) wynosi wgc po transformacji

9
- T T o ¢ 1
(¢1 ¢, X )(2) -2 =coshg = 2
X1 Vv
, 1-—
X2 C

czego nalgato oczekiwd, bo na skutek skrocenia Lorentzgsigs¢ przestrzenna gstek wzrosta
1 -krotnie.
o
Nalezy podkrsli¢, ze ten intuicyjnie oczekiwany wynik otrzymgtiy tylko dziki temu,ze poddakmy
transformacji Lorentza stan, w ktorymasiki byty pocatkowo nieruchome. Gdyby bylty ruchome, to zmiana
normy bispinora bylaby inna. Na przyktad péoég do uktadu odniesienia, ktory pogitby za ruchomymi
czastkami (jak w zadaniu poigj) zmniejszy normaz powodu ,zmniejszenia skrocenia Lorentza”.

ZADANIE

Sprawd zmiarg normy standardowej bispinorowej funkcji falowepisujacej w uktadzie inercjalnyn
2 czstki swobodne o energii dodatniej zmiearaj z szybkécia V w kierunku osi ,z”, po wykonaniu bierngj
transformacji Lorentza poleggiej na przeiciu do uktadu2' podizajacego z szybkixia V w tym samyn
kierunku.

>

Rozwigzanie:

Macierz przejcia w reprezentacji standardowej obliczmiy w poprzednim zadaniu:
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coshﬂ 0 - sinhé 0
2 2
0 coshz 0 sinh‘é _ \%
L= 5 2 hﬁi 2 gdzie tghg = <
-sinh; 0 cos 0
2 p 2 h@
0 sinh— 0 cos
2 2
) 1
0
Wspétrzdne standardow: spinora maj przed transformagj posta: cp (bo
A E+mdc
X/ s 0
sktadowe p, i Py sa w tym przypadku rowne zeru). Arbitralnie praygmy N =1 bo interesuje nas tylko
c? p2
zmiananormalizacji. Tak wic norma tego bispinora przed transformagynosi /{ =1+ W .
E+m

Miedzy wartdciami energii E i pedu p czstek i ich szybkécia V zachodz znane z relatywistyki

Zwiazki:

mv

E=z—F+— , p=—F7—

V2
1-=
Cc

Po transformacji otrzymujemy

@ _cp .
coshE —E e smh%

¢ ¢
9, ?,

X X & c
—einp? ,_CP
X X Smh2+E+m@ COSF%

0

0

Obliczenie stosunku norm jeanudne i daje wynik

vwW

py e
Ty = NE (zauwamy, ze potazenie V = 0 sprowadza nas do poprzedniego zadania).

J e

Rezultat ten powindimy teraz poréwnaze zmian normy oczekiwap w zwiazku ze zmian skrécenia
Lorentza: na wgpie mamy czstki obserwowane z uktadZ poruszajce s¢ z szybkécia V a po
transformaciji ogidamy te castki z uktadu X', ktéry podizyt za nimi z szybkécia V' wzgledem uktaduZ .
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”

Szybkd¢ V'czastek obserwowan z uktadu 2' obliczamy stosug relatywistycza regut ,sktadania
predkascei:

_v-V

v'= W (minusy pojawity si dlatego, bo uktad> porusza & z szybkécia V. w ,ujemnym”
1-=2
Cc
Kierunku osi z”” uktadu 2.").
vV
I 1_72
Z punktu widzenia skrocenia Lorentza rozamy stosunek norm = C\:/2 .powinien”
1_ -
\/ c’
wynosi
V|2
I 1_ R
wy' _ c® - : L
= i tyle wignie wynosi, co sprawdzamy podstaw@ju V' .
gy _
1_ -
2

Zauwamy, ze pokrywajc uktad 2' z ukladem spoczynkowym gstek (czyli ktadc V =V)

R V2
likwidujemy skrécenie Lorentza i otrzymujemy ocagliny stosunek norn% = 1{1— ? .

2L BBBRRY

Wspotzmienniczag¢ rownania Diraka wzgledem transformacii
Lorentza
Zapis fundamentalnych twierdzéizycznych, do ktérych niegtpliwie nalezy rownanie Diraka,

powinien by taki sam we wszystkich inercjalnych uktadach oslieieia. Pozostaje nam sprawdzzy
réwnanie Diraka spetnia ten warunek. Udowodnipgyposté rownania Diraka nie ulega zmianie przy

przegciu od wyfciowego uktadu odniesieni2 do innego inercjalnego uktadu odniesieiia
Jak ju wiemy, zaleny od czasu wektor stanu fizycznego, wpsijacy w réwnaniu Diraka, naky do

przestrzeni HilbertaH [ (SD Q , bedacej iloczynem tensorowym konfiguracyjnej przestizeitberta H i

przestrzeniS[J S (doktadniej: wektor ten ,Jadruje” w tej przestrzeni, bo w obrazie Sétiingera, ktérym si
tu postugujemy, zaly od czasu). Jeli w przestrzeniH wybrano bag wektorow wtasnych operatora

potazenia a w przestrzers [ S baz (na przyk’rad)‘ a1>,‘a2>,‘ai>,‘a2> , to najogdlniejszy stan
przynaleny do H [ (S l Q , bedacy superpozygj Z(j )| hyO|9 (gdzie|h) OH, |9 0SO S,
(%)

opisany jest funkaj falowa ) (X oznacza punkt w czasoprzestrzeni!). Wpsfaca tu zalenos¢ od
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zmiennych czasoprzestrzennych wywodgiaizywicie z konfiguracyjnej przestrzeni Hilberta o czym |
pisalimy w rozdziale o réwnaniu Diraka w mechanice kwargjo

w(x)

?(x)
()
w,(x)

A

Jakie skutki dla macierzowo-funkcyjnej reprezentagktora stan pociagnie za sofp

zmiana uktadu odniesienia?
Wektor stand > , ktérego reprezentacprzytoczylsmy, ma oczywicie posté:

) =[w @) O]a) +|w, ©) D|a,) +|w, ) D]a?)+ ¢, ©)D]a?).
gdzie

we=(Xe (), w00 =(Xe, (D). w00 =X (V). @) =gy (D)
sa zwyktymi funkcjami falowymi w reprezentacji pcien.

Zmiana inercjalnego uktadu odniesienia, powadajw przestrzeni Minkowskiego zmian
(kontrawariantnych) wspoéteinych czasoprzestrzennych wg przepisu

x* = A, X (co w skrécie bdziemy zapisywaw postaciX' = AXx)

znajduje swoje odzwierciedlenie zaréwno w skladadvegjfiguracyjnej jak i w sktadowej spinowej przesni
Hilberta.
* W skitadowej konfiguracyjnej transformacja Lorenpowoduje osobno zmiakazdej z czterech

funkcji falowych ¢/(X) wg przepisu
Y(x) - @' (X) = p(A*X);

* W skladowej spinowej nagiuje znana nam jlzmiana bazy ztmnej z czterech spinoré{rﬂ} .

Po przejciu do nowego uktadu odniesienia zamiast reprezgrgjidany stan fizyczny macierzy
1

@H(x)

w*(x) _

lﬂi(X) otrzymamy wgc

%(X)
w(x))  (¢"(x) w{Ax)) (w(Ax)
w*(x) ) W™ (x) _(U 0 jwz(A‘lx) _Jd (A7)
w(x)| T w(x) | Lo U] g(Atx)| T w(Ax)
w(x))  \g(x) w(AX)) g (Ax)

Macierz kwadratow 4 X 4 wystkpujaca W tym wzorze, zgodnie ze zwyczajem oznaézy)i symbolem
S (bez zwizku z oznaczeniem przestrzeni spinorow).

6 Reguly transformacyjne dla sktadowych kontrawarigeh i kowariantnych omawianeg & Dodatku 1
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Analogiczna zalenos¢ opisze transformagjodwrotra, od uktaduZ' do uktadu2 :

w'(x) w(AY) w"(x)
() :[U‘l o j v (A ol 7 (X)
w(x)| Lo gus) ¢(Ax) ¢'(x) |
l//Z(X) l/’-z'(AX) %'(X')
¥'(x)
| (%) o . |
Macierz funkcyjn u (X) spetnia réwnanie Diraka (na patzk rozwaymy przypadek cgstki
1
wy(x)
swobodnej):
(%)
. (%) _0
(179, 7me) | =° (4230
‘/j‘z(x)
¢'(x) w(x)
| e o gt(x)| |
Podstawiamy tu kolumn wyrazona wyzej przez o/ | i mnazymy z lewej strony przez
() ¢;'(x)
5(x) ¢,'(x)

macierz S otrzymupc:
(insy*s'g, - m

Pozostaje jitylko wyrazi pochodne po zmiennyck przez pochodne po zmiennyot:

7 X J —Av‘i
Y G A, 'O

co daje ostatecznie
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Jezeli udowodnimyze dla kadej transformaciji Lorentza komplet czterech magie®y” S* X,

(sumowanie po wskaiku 4 ) dla V'=0,1,2,3 pokrywa s¢ z kompletem macierzy” dla p =0,1,2,3, to
wykazemy wspotzmienniczg réwnania Diraka wzghem transformaciji Lorentza.

ZADANIE

Przeprowad odpowiedni dowdd dla transformacji wymienionyctpunktach ,a” i ,b” w zadaniu na
stronie 4.

Rozwigzanie:

Ad ,a"

4
e/2 0

0
_ p
U= e% 0 czyli S=(U O—j= 0 0 0
0o &%) 0 £'Ue 0 0 &2 o0
0 0 0

Macierz A ma w tym przypadku postgpor. zadanie na stronie 4):

N

coshpy 0 O - sinky

As 0 10 0
| 0 01 o0
-sinhg 0O O coshyp

Wystarczy teraz sprawdzize zachodz zwiazki
Sy*StRu=y° SyStAL=y, SYPSTRu=y? SYPSTR=)0
Podobnie pogpujemy w przypadku obrotu wokot osi’, Macierz U ma w tym przypadku posta

(e% 0

iVJ , amacierzA ma posta
0 e

1 0 0

0O cosy siy O
0 -siny coy Of
0 0 0

Skretnos¢
Na poziomie klasycznym ustafitny, ze poruszajca s¢ czastka mae mie okreslony rzut spinu na

.Z', jezeli porusza s do niej rownolegle. Kwantowy odpowiednik tego siwizenia odnajdujemy w znikaniu
komutatora operatora Hamiltona z tzw. operatorergsésci 2 [
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[ﬁ i [ﬁ] =0,
gdzie operatori , okreSlony w reprezentacji spinorowej, ma pdsta
- (o O
2= e
0 o

czyli operator skgtnosci odpowiada rzutowi spinu na wektogdu. Znikanie komutatora oznacza jak zwykie,
operator skgtnosci i operator Hamiltona majkomplet wspdélnych stanéw wiasnych.

ZADANIE

W oparciu o uniwersalne relacje komutacji dla mlaxy'ea'k i ¥ sprawd znikanie komutator,
dirakowskiego hamiltonianu ggtki swobodnej i operatora sknosci.

W tym celu nalgy pokaza, ze >= —Z?’ys gdzie 1;’ = yoy1y2y3_

D

Przed rozwizaniem tego zadania naje udowodné zwigzek [y"",y”]+=0 (macierz

ysantykomutuje macierzami y*). Ze zwizku tego wynika natychmiaste macierz y5 komutuje z
macierzami & , bo te ostatniessiloczynami dwoch macierzy .

Rozwigzanie:

Obliczymy macierz};’ w reprezentacjach spinorowej i standardowej:
. i(o 0'0)( 0 oij( 0 azj( 0 03]
sp—
g 0)\-d¢ 0)\-o> 0/\-0° 0

__i(alaZUS 0 j_(—l Oj
B 0 ~o*'c%c®) \0o |

oL ol5 oo o

To pozwala nam oblicZydrug macierz:
5 1(| |j(—| Oj(l |j (o —|j
Vst =— = .
2\01 -1)L0 1\ -l -1 0

Sprawdzimy, czy istotnie operatoE. zaproponowany w temacie zadania ma w reprezentacji

bo

_ _ (a— oj
spinorowej paadary posta N
0 o
ol 23 92 )
» =T g)lo 1) o o)
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Przy okazji obliczmyist:

ol 0 D2 8
st == oo o) lo &)

Zwréémy uwag na to,ze macierzZ jest taka sama w reprezentacji spinorowej i stadwleej. Jest to
rezultatem specyficznego mieszania spinorow bazbwyqrzestrzeniS[l S przy przechodzeniu od repre-
zentacji spinorowej do standardowe;j.

Sprawdzamy znikanie antykomutatc{rﬂ5 , y” ]+ :
], =iy + vy Yy 49,

W drugim sktadniku w nawiasie przenosimy maci¢f¢ na koniec. Niezalmie od tego, ile wynosj ,

spowoduje to trzykrotn zmiary znaku tego sktadnika (bo macierg” bedzie ,po drodze” trzy razy
antykomutowa a raz komutowaz czynnikami tego sktadnika). Dlatego otrzymamy

o,,1,2,3

[P, =i vy + (0 ) =
Wynika z tegoze [y5,ai] =0, bo

. ad =y Y ]=vyY -y¥Yys=0

poniewa w drugim sktadniku mzemy przeniét y5 przed macierzyO zmieniac znak dwukrotnie, czyli bez
Zzmiany znaku.

Obliczamy komutato[ H , 5 [r)] :

[H 5 Er)] [(@ 0o+ ). @y° O = { @ Opa 0] - fB.a o =0,
bo obydwa komutatory znika;j

- pierwszy komutator
5 5 — AT 5_ 5 5 M= = 5| —
[a[ﬁ,a[byS] =a Upa Upy —aD”g/aD”p—aD”;baD”py ] =0,
bo komutatory macierzy/5 Z macierzami¥ znika,

- drugi komutator:
-pamy]=-par]|m=o.

bo
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—;—L[ﬂ, V)=V . VrYyyyyl=o.

ZADANIE

Udowodnij,ze w kadej reprezentac;ji zachodyzfsy5 =1.

ZADANIE

h-
Udowodnij, ze trojka operatoréwEZ spetnia zwykte relacje komutacji oczekiwane odadkhvych

operatora momentuedu.

Rozwigzanie:

h? . h .
Naszym celem jest udowodnienie, I[Zi,zj] =18 Ezk . Zwiazek ten jest trywialny dlal = | .

Dla i # | skorzystamy z konkretnej reprezentacj operatﬁra(np. standardowej lub spinorowej, co
jest wystarczaice dla kompletnizi dowodu, bo dowodzony zwdek jest jawnie niezmienniczy wzglem
unitarnych przeksztatéebazy w przestrzens 1 S).

S5 0 Sl el o)

c.b.d.o.

ZADANIE

A

W reprezentacjach standardowej i spinorowej znajspdine stany wtasne operatordv, f) )2 [f)
odpowiadajce dodatniej energii.

Rozwigzanie:

Uzywajac reprezentacji standardowej wyebnilismy 2z przestrzeni Hilberta dwuwymiargw
podprzestrzé degeneracji zlmna ze wspolnych stanéw wilasnych komutyjch operatoréwI:I i p do
wartasci wtasnych — odpowiednio £ i P. Przestrzé ta napita jest na stanach reprezentowanych przez ko-

lumny ( )(+)¢ oraz( )(+)T i jest iloczynem tensorowym jednowymiarowej preeshi wzketej z przestrzeni
konfiguracyjnej H (napktej na wektorzel r)> ktoremu w bazie[| )?>} odpowiada funkcjaexd% p DZ) )
oraz dwuwymiarowej podprzestrzeni wigj z S[ S.z tego,ze hermitowski operatoi Eﬁ komutuje z ope-

ratorami H i fﬁ wynika, ze w tej dwuwymiarowe] podprzestrzeni masstniec dwa prostopadie wektory

wiasne operator .
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Piszemy w¢c réwnanie wiasne

i[ﬁ[a( )(+),T +d )(+),l]

1 0
p. P—ip, O 0 0 1
+i - 0 0 CR, -
| PPy TR ld Eame rq dpip)
0 0 P, P~ 1Py 0 E, + mé
0 0 ptip, -p CU%+'W) —cp,
LE, +m¢ E,+mc )|
_ 1 0 -
2|, o)
_op o\ P~ ip,
A Emd TP e
C( Pt ipy) —cp,
| LE, +m¢ E,+mc /|
na podstawie ktérego obliczamy zwki
ap,+H{ p-ip)=1a
a p, +ip,) - bp, = Ab
co daje wartéci w%asne/1l = |f)| =P, /12 = —p. Pierwsza odpowiada oczygie spinowi rownolegtemu do

P. druga antyréwnolegtemu.
Dla A, = p otrzymujemy

a(p-p)

b:(m-mﬂ'

o . . . A P~ ipy a .
7 Zwiazki te mazna zapisaw postaci macierzowej . =A . czyli z pozoru
ptip, -p, b b

czterowymiarowy problem wiasny prayjzapis dwuwymiarowego problemu wlasnego, co nakakuje:
wektorow whasnych operatora skmosci poszukujemy wszak w dwuwymiarowej podprzestrziEgeneracii

P, p,—ip
p tip, - p,

. » Cowarto sprawdzibezpadrednim rachunkiem. Kolumny

operatora Hamiltona. Macie(z yj jest po prostu reprezentqccjperatorai [P w bazie

(unormowanych!) wektorév( )(+),¢ oraz( )(+),

a
( j to wspotrzdne poszukiwanych wektoréw wlasnych operatoratskéci, w tej samej bazie.

b
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. _ _lp+p, . _ Pctip,
czyli po unormowaniu a=_|—=%, b= ——.
V 2 v2p(p+ )

Dla A; = = p otrzymujemy

b(px—ipy)
p+p,

czyli po unormowaniu
ae__ P, [ptp
2p( p+ pz) 2p

Uwaga: normowadmy tak, by|a|2 +|d2 = 1; chac wigc uzyska unormowane stany wlasne operatora
skrgtnosci nalezy brat kombinacje liniowe uncunowanychstan(’)V\( )(+),¢ i ( )(+),¢ .

Warto zauway¢, ze gdy rd skierowany jest wzdiuosi ,z”, to poszukiwane stany pokrywagie ze
stanami( ) i ( ) , Czego nalzato oczekiwa.
()4 (+)1

2LV BBRRY

Reprezentacja Foldy-Wouthuysena

W reprezentacji standardowej wypisaly cztery ortogonalne bispinory napineg przestrze S S
Pierwsze dwa napirapgwuwymiarovwa podprzestrze odpowiadajca energiom dodatnim, drugie dwa napinaj
podprzestrzé ortogonala do tej pierwszej, odpowiadgia energiom ujemnym. Suma prosta tych dwoch

podprzestrzeni daje caprzestrze SO S.
tatwo sprawdz, ze podziat przestrzeniSL] S na sum prost tych dwoéch dopetniagych si

podprzestrzeni zatg od wartdci czterogdu castki. Wystarczy rozway¢ bispinory( ) Ot oraz( ) 0t dla

przypadku p, = py=0 i sprawdzt, co st dzieje, gdy na przyklad zmieniamy energNiech wkc
p,=p, =0, E?- pz2 =nf, p, =+ E*— nf . W takim przypadku

1 1 0 0

0 0 1 1

( )(+)T =|_Pp. |=| [E.-m| ( )(+)i =l 0 |~ 0
E.+m E,+m -p, _|E,—m
0 0 E,+m E,+m

Jezeli teraz zmienimy energiE, to wida, ze na przyktad nowy ,pierwszy” bispinor nigdrie ju

kombinacj liniowa starych bispinor(’)w( ) ( )("')T: bedzie naleat do innej dwuwymiarowej

(+).4
podprzestrzeni odpowiadaej nowemu czteraglowi.
Tak wigc jak dtugo kdziemy opisywa obiekt o zadanym czteregzie i zmienié tylko jego ,stan

spinowy”, tak dtugo bdziemy wykorzystywa tylko pewr, dwuwymiarova podprzestrze przestrzeniS L] S
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- spinor datoby si wtedy opiséa kolumm dwukomponentow zamiast czterokomponentowej. Ktopot polega
jednak na tymgze dla innego cztergdu baza ( )(+)¢ , ( )(+)T } napnie inm podprzestrze przestrzeni

sO S Chac wigc na przyktad rozwiegy¢ pakiet falowy (superpozyegijfal ptaskich odpowiadagych réznym
pedom) nie ledziemy mogli ograniczy sie do jakief konkretnej 2-wymiarowej podprzestrzeni &[] S-
bedziemy penetrowa wszystkie cztery wymiary z SO S czyli spinor ldzie musiat pozosta
czterokomponentowy.

Reprezentacja F-W pozwala stoséwdwukomponentowy opis spinora pomimo opisanychzeyy
trudndci.

Wstawka:

KONSTRUOWANIE BAZY W ILOCZYNIE TENSOROWYM DWOCH
PRZESTRZENI WEKTOROWYCH .

&

We wstawce na stronie 2 pokazaly najbardziej naturalny sposéb otrzymania bazipezynie tensorowym. Reprezentacja H-W
polega na zastosowaniu nieco bardziej wyrafinowaretpdy, kt6q teraz opiszemy.

Zatbzmy, ze mamy dwie przestrzenie wektorowk i S, ktére mnaymy tensorowo.
W pierwszej przestrzeni mamy wybeaortonormalia baz;| pl>,| p2>| pn>.

W drugiej wybieramy dowol baz ortonormalia |a’1>,|a’2>...| an> i rozwazamy chg wektoréw
|p1>l:||a'l>,| pl>|:l|a’2>,...,| pl>l:||a’n>. Zbudowalimy jedm m-ta czse” bazy w HL S. Nie ma
jednakzadnego powodu, aby regaivektoréw bazowych budowang. zwyklego schematp p2> 0 {|ak >}
itd. Dla Wektor54 p2> mazna bowiem wybré& dowolrs inna ortonormal baz w przestrzenS. Kazdy wektor

| p|> mazna hezy z inm baz w przestrzeniS. Otrzymana w ten sposob bazalhie réwnig ortonormali
bazw H O S (warto sprawdzj).

Baza w reprezentacji F-W budowana jest tak, jalowyiszym przyktadzie. Kady wektor bazow;* f)>
z przestrzeni konfiguracyjnejH wiazemy z dwoma bispinorami napiaaymi przypisaa mu
dodatnioenergetycarpodprzestrzew S[] S (nazwijmy g S,) i dwoma napinajcymi te dopetniajca, ujem-
noenergetyczn S_. Oczywicie SO S= S S W ten sposob kalemu pakietowi zawieragemu tylko

(przyktadowo) dodatnie energie odpowiada bispitdrego dwie skladowe automatycznie réwaezeru —
opis bispinora staje gpraktycznie dwukomponentowy.
W zapisie symbolicznym wygtla to tak:

Wektor stanu z przestrzedi [ (SD g bedacy (w sensie konfiguracyjnym) pakietem falowym, ma
0g0lm posta

Jan DO E Do)+ o EHo)+xd ERxI+xd EPxJ]}

gdzie dla danegoepu P i dla danego znaku energii (na przyktad dodatniegie miesza giw pakiecie fal o
réznych znakach energii) cztery funkc¢1,¢2,)(l,)(2 tworza kolumre bedaca jakas kombinacy liniowa

kolumn ( ) i ( )(+)T ze wspotczynnikami zateymi od g:du. Na razie w przestrzerid [ (SD g

(+)1
mamy wic baz zlozom z wektoréw| P) O |@,), [B) O|@,). [P)O|x.). | B) 0| x.) (po kolei" dia
wszystkich| f)> ). Zamiast tej bazyayjemy teraz bazy
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[P)OU(p)g.). B DU(RI4.). [BOU(P)xy). [P)OU(R)X.).

gdzie unitarny i zaley od gdu operatortj(r)) kazdorazowo (tzn. dla kalego P osobno) zamienia wektory

|¢1> i |¢2> na dwa inne napingje wiaciwa dla danego glu podprzestrze S, a wektory|)(l> i |)(2> na
dwa napinajce przestrze S_. Wektor stanu zapisany w nowej bazie przyjmie @ost

[Ip.odp0[g(BUS) + oo HUP)+ XD UXI+ XL D Ux )|

W jezyku reprezentacji zapisowi ze stéaz odpowiada funkcja falowa

S
—

Yoz -lEt

L px ¢2 7(||"3,t>=eﬁ e’ )

<X
N =
- o oL o
~—~
o
o
T

a zapisowi z "ruchoni bazw S S odpowiada funkcja falowa

(o) -~ (#p)
vl =fae ") S0 fermfe S0
Xz(_p) )(z(r")

gdzie U(f)) jest macierz liczbowa 4x4, ktorej zwizek z operatorenhj(f)) jest standardowy: jeli baza
|¢1> |¢2> |)(l>, |)(2> przeksztalcana jest unitarnym operatorbjr(f)), to kolumna wspétrainych

#.(p)
#,(p)
x.(P)
X2(P)

WyzSzym wzorze macierz operatoroMi( p) powstaje z macierzjd(f)) , gdy na miejsce przeznaczone dla

podlega dziataniu odpowiedniej unitarnej macielizgbowej U(f)) Wyskpujaca z& w po-

liczb (P, Py, P,) wstawimy do niej trzy operatoryif (0, ,0,,0,).

Sprawdzimyze zakrglony wyzej program jest realizowany macigmperatorow U ( f)) postaci

U

)_ B +E,
J2E(E.+m)

o»

gdzie

A A

H=alp+pm,
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ZADANIE

Sprawd, ze macierzU ( f)) jest unitarna.

Rozwigzanie:

G I
2E.(E. +m '

Obliczmy

2E,(E, + MU U=[g@0p+ )+ E| [Aa0p B v |
=(a B+ m+ E )(BaOp+ m+ E)
=(a )" +(E, + m(a OB+ Lo OY+(E+
=(@m) +(E.+n)’=(a,p+a,p+a,p) +(E+ I
=p’+ py2+ p22+(axay+apx) pxpy+...+( E + rﬁl2
=Pr(E+n) = EP- (B =2/ B+ o
c.b.d.o.

2LV BBRRY

A
=

Nalezy teraz sprawdzj czy istotnie operatorowa macieki(p) ma paadane wtasnéci. Jako bazy

A

wyjsciowej wylismy bazy standardowej, w ktorej macieldz( f)) ma posta

u(p). =[2&.(E + n)]‘i(ﬁ +E, 0 j

0 -H+E,

Wida¢ teraz,ze macierzU , dziatapc na stan o dodatniej energii wyomy kolumm, standardow,
wyprodukuje koluma z zerami na miejscu trzecim i czwartym a dzigaja stan o energii ujemnej przeksztaici
reprezentyjca go kolumm na inny, z zerami na miejscach pierwszym i drugim.

ZADANIE

Podziataj macierz U na cztery kolumny standardowe oznaczone ¥igg przez ( )(+)T , ( )(+)¢ ,

( )(-),T oraz ( )(_),l . Zinterpretuj wyniki.

Rozwigzanie:
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Po trywialnym rachunku dostajemy:

1 0 0 0
0 1 0 0

U()(+)m: ol’ U()(+),l: ol U()(—),r: 1|’ U()(—),l: ol
0 0 0

Wynika z tegoze reprezentacja F-W wybiera \itae stany( )(+),¢ , ( )(+),T , ( )(—),x oraz( )(_)’T
jako bazowe wS S,

ZADANIE

Udowodnij,ze wynikapce z réwnania Diraka rownanieaglosci ma postéa

g(w) = ~div(cw"aw).

J
(Nalezy napis& réwnanie Diraka dld¥ w postaci E‘P =.. i pomnay¢ je z lewej strony przez

wiersz W* . Analogiczne réwnanie dis¥* trzeba pomnay¢ z prawej strony przez kolurar . Otrzymane
wzory doda stronami.)

BREBBEREBRBRBRER

Granica nierelatywistyczna réwnania Diraka dla czstki w polu
elektromagnetycznym. Anomalny moment magnetyczny ektronu.

Réwnanie Diraka, uwzgtiniajace elektromagnetyczne oddziatywanie elektronu zmotewrtrznym,
rozwaza¢ bedziemy pod ktem jego zastosowania do opisu stanéwazamych elektronu.

Na pocatek poréwnamy rOwnanie Diraka ze zwyklym, niereldgtycznym réwnaniem Schrédingera.
W tym celu réwnanie Diraka dla gtki w polu elektromagnetycznym

y“(r)ﬂ - eA,)— m%w( X=0

pomnaymy z lewej strony prze;/) otrzymupc

Eé—%qﬁ—d[ﬁﬁ—eﬁ)— mgz?}lP=0,

czyli

[E— ep - cﬁ[ﬁip— e7)\— mi;H]LP =0,
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gdzie cztery wspotgne A to (%, A) .

Pomnémy to réwnanie z lewej strony przez operaén'— ep+ [ﬁ”p— €A+ miﬁ . Otrzymamy

-t - Jatt- of - e & darf» pa " Jer-egw=a

ZADANIE

Udowodnij,ze dla reprezentacji standardowej i dla operatoﬁw C spetiajcych

|a.8]=[a.c]=0

(operatoryl_sa i C nie musz komutowa) zachodzi

—

(aB)a)= B+ EfBx §,
| s (5' 0)
gdzie oznaczy$imy 2 = _ -
0 o
W: Skorzystaj z tegore 0,0, = gyl +i,0; .

Z zadania wynikaze
|afp-eB) =(b- ek + i epx("p Sa
tatwo pokazé, ze
{(p-eAx(b- e} =-Fp A & =ri(@x A ad)
= ihe(q A gy + Ads,) = ot = 1§ |
bo
O A &y = (0, A ) + Ad £y,
czyli
[ﬁ[ﬁﬁ— eﬁ)]z =(b-eA -n 808
Ostatnie dwa operatory daj
~E-ep)at{p- eA+ aif*p ehE &
=ced (JE A+ cerlfip, *p= icealq, b+ icea (f0.g]

= icehnd (B A+ iceid ¢ = - icad [{- D¢ - 4 A= -ienca (E.

52




Otrzymujemy wec réwnanie
’(é—e¢)2— ¢(p-eh - mtr REO B tead [@( )xo0.

Operator energié odpowiada petnej relatywistycznej enerhii:

E=mc+E'.

Dla pierwszego i trzeciego sktadnika w nawiasie dragowym dokonamy przylienia:

N 2 A~ 2 4
(E-eg) -nid=(mé+ E- ¢) - P
o A 2 ~

:2mc2(E'— e¢)+( k- ep) =2 m%( = ¢e)
polegajicego na zaniedbaniu drugiego skladnika przed zmakiezyblzonej rowndci. Jest to uzasadnione
tym, ze E'—ep << 2 m¢é (przyblizora rownas¢ operatorow nalezy rozumi€ w sensie stabym, czyli w
sensie podobnego dziatania operatorow na funkgmwihdajice sytuacjom fizycznym, w ktérych spetniona

jest powysza nieréwnét). W dalszych rachunkach znak przybliej rowndci zasypimy réwnacia zwykia.
Mamy wiec

2me( E - e¢)w(>)=[ {’p eh- eET B hech*}EJ( )

czyli

A 1/ =\ eh - -~ e . -
E’W(x):[?n(p—eﬁ) " @—%zm+ﬁam}w(x),

~ ~ . L
gdzie operatorE' ma posta E' = ind, — mCc*. Jeeli teraz dokonamy podstawien® =e " W' to

otrzymamy réwnanie

. gy | s =2 eh - - ieh _ _~| .
|hﬂtW(x)—[?n(p—eA) + qﬁ—?nZEB+RaEE}P(x),

ktére przypomina nierelatywistyczne réwnanie Schrgera z dwoma poprawkami zawiexgymi pola B i
E.Ta druga poprawka me by¢ pominita w stosunku do sktadnil@@, bo wyraenie Y 'aW dla stanéw o

\Y
zdeklarowanym znaku energii jestdz E Najtatwie] mana to zauway¢ w reprezentacji standardowej, w

ktérej macierzd@ , jako "antydiagonalna" w tej reprezentacii, zarsemuze” i ,mate” sktadowe bispinofa
Zauwamy dalej,ze dla castki w stanie zwjzanym ograniczonej obszarem (studiro rozmiarach rgu a,

= h
wielkos¢ €@ jest rzdu e( E' a,a NV jestrzdu g. Mamy wigc

8 Wyrazenie W oW nie zaley od wyboru reprezentaciji (spinorowej, standarddulejinnej).
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~

e —~
2mc 2mc’eEe C

eha [E evE  V?
7.

Pozostaje wic przyblizone rownanie

1

indw'(x) = [z_m

(f)—el)z + e,z)—%i [B}LP'(X).

Przypomnijmy, ze pierwsze dwa sktadniki w nawiasie kwadratowym @becne w zwyklym
nierelatywistycznym réwnaniu Schrédingera, w ktorymjawiap sic ha zasadzie kwantowania klasycznej
funkcji Hamiltona dla natadowanej astki punktowej zanurzonej w zewtmznym polu magnetycznym i
elektrycznym.

Najciekawszy jest sktadnik ostatni i do jego dyskigsaz przysipimy.

Jak wiemy, energia oddzialywania momentu magnesgarn z zewrtrznym polem magnetycznym
B maze by opisana wyrzeniem U = ,[IDE Mozna te: pokaza, ze krazacy po ptaskiej orbicie punktowy,
masywny i jednoczmie natadowany obiekt niasy moment pdu L moze by traktowany jako obwod z
pradem posiadagy moment magnetyczny[l=2—crln|:. Przy wyprowadzeniu tego zawku istotne jest

zalazenie o tymze tadunek kizacego obiektu skupiony jest doktadnie tam, gdzigskua jest jego masa.
Wracamy do naszego roéwnania. W operatorze Hamiltomaajdujemy tam skfadnik

eh- - (-¢(nz) = (-¢|n(d 0)| -

-—2 EB=u(—Z) EB=u —( #j [B, ktérego posta wydaje st opisywa
2m m \2 m | 2\0 o

oddziatywanie spinowego momentu magnetycznego relektz polem magnetycznym. ,Nie zgadzad silko

jeden szczegoét: na pierwszy rzut oka skladnik temlaje s¢ dwukrotnie za diy. Operatorem spinu jest

B
bowiem operatorEZ (wartcsci whasne rzutu spinu na kierunek pola magnetycansgnosa iE), czyli

q

Jorakuje” dwojki w mianowniku wysgpujacej we wzorzelU = ,[1[@ = % L [B. Rzecz w tymze fizycy
atomowi, mierac rozszczepienie poziomow wynikag z oddziatywania spinu z polem zeianym, ju
wczesniej stwierdzili dédwiadczalnie,ze dwdjki tej by nie powinno. Konieczrigé wstawiania do operatora

Hamiltona nierelatywistycznego rdéwnania Schrédiagenyraenia —%5&3) zamiast tatwego do

eh . -
interpretaciji _EJ [B tlumaczono ,anomalnym momentem magnetycznym eadaktt Wynik, ktory

uzyskalsmy na podstawie rownania Diraka, jest skrajnie &rdzo sympatycznie) zaskakecy: ,proste”
zatazenie o tym,ze przestrzenieS i S wypowiadaj sic zgodnie na temat spinu gstki spoczywajce;,
doprowadzito nas do wyprowadzenia zgodnej zwidmdczeniem formuly na spinowy moment magnetyczny
elektronu bez uciekaniagsdo podejrzanych ,wyjmien” o masie roztaonej w elektronie bardziej centralnie,

niz tadunek. Takie wyjienie jest podejrzane chogiyy dlategoze do dzé elektron nawet w najbardziej wy-
rafinowanych déwiadczeniach jawi sijako punkt
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3 ROWNANIE DIRAKA DLA POLA
ELEKTROSTATYCZNEGO O SYMETRII SFERYCZNEJ;
ATOM WODORU

ZADANIE

Dla pola elektrostatycznego o symetrii sferyczngisanego potencjaler(‘¢ = ¢(r), A= O) wykaz,

2 2 1. - 2
ze sktadowe operatoral = L+§hZ (gdzie L jest operatorem orbitalnego momentedy) komutup z

hamiltonianem dirakowskintl = c@ [P+ Am¢E + @( )

Rozwigzanie:

Operatory orbitalnego momentgdqu |:l, I:z, |:3 komutup z kazda (traktowan jako operator) funkgj
sferycznie symetrycan(skad to wiadomo?), véc

[I:k’ ﬁ]: ll:k,Cﬁ [ﬁJ: ca Ueg X Pss F%]: Czal [‘gtskf(t o ﬁ]
|
= (_ Ih)zcz ‘E{skal[)A(tds’dl] = _(_ Ih)zcz ﬁskalétds == (_ Ih)zcz ﬁskatds

It,s I,t,s

=inc) | &,a'ps.
t,s
Dalej obliczamy:

[i,ﬁ] = [— 67}/5,,3] = [— y°;7y5,y°] =0 bo ¥° antykomutuje zy” i z kazda sktadovs J/ .
Tak wiec

1.2~ A= .

{Ehz, H} = c—z[z,azb].

k-ta sktadowa tego komutatora jest réwna (obliczemiaeprowadzimy w reprezentacji standardowej ale
ostateczny wynik &zie jawnie niezmienniczy wzglem zmiany reprezentacji)

1 ooape .1 w0 [ak,ﬁ]jA
{EhZK,H}—CZ[Zk,aED]—02([Jk,a_] 0 p

" 0 2) &40,
—_ t — H t - H ta
=c; ZS: 2 6.0 0 P, |hc§ £ P, |hc§ £, P, .
t
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Komutator[j, qu ma wic posta
|:|:k +%Zk' |:|:| = Ihc(zgtskat f)s + Z‘E‘stka’t bsj = O
t,s t,s

(Jak zapowiadalmy, wynik ten jest niezmienniczy wzglem zmiany reprezentacji — komutator
znikajacy w jednej reprezentacji znika widej innej.)

Oznacza toze istniej wspdine stany wiasne operatdlrh i operatoral: +—3 . Ten ostatni to operator

N | S

catkowitego momentugalu elektronu.

2LV BBRRY

Zmierzamy oczywdcie w stror rozwigzania rownania Diraka dla atomu wodoru.

29

Na pocatek — powtérka:

FUNKCJE KULISTE

Operatory orbitalnego momentedqu (kwadrat orbitalnego momentgdu 2 jego skiadowaliz)

Ifomlljtuh ze soh, z czego wynikaze maj wspolny komplet wektoréw wlasnych numerowanychapatrami
il .

W reprezentacji poten i we wspoétrzdnych sferycznych operatoriz2 i I:z dziatap wytacznie na
zmienne ktowe @ i @, a wkc ich funkcje wiasne zate tylko od tych zmiennych. Sto funkcje kuliste
Y (9, ¢) ktére mana znaleé¢ w tablicach.

Hamiltonian Schrédingera we wspdédnych sferycznych ma posta

Jezeli V =V( r), to operatoryli2 i |:Z komutup z operatorem|:| , czyli istnieje wspdélny komplet

funkcji wkasnych operator(’)wl:| , 2 |:Z. Operator H , W przeciwigéstwie do operatoréw orbitalnego
momentu pdu, dziala na wszystkie trzy zmienne sferyczne. ikiyce oznacza taie wspomniane wgj
wspolne funkcje wiasneasloczynami funkejiY,, (9, ¢) zaleznej od kitow i funkcji R(r) zalexnej tylko od
zmiennej radialnej. Oczywgie funkcjaR(r) numerowana jest parametrdm bo ten wejdzie do réwnania po-
przez warté¢ wtasry Rl (I + 1) operatoral:z, ktoéra pojawi s§ w rGwnaniu w miejsce samego operatora. Poza

tym funkcja R(r) numerowana jest parametrem wécionvtasnej energii (lub ggtym parametremE , jezeli
rozwazamy ciagly fragment widma energii).

29
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Jak ju stwierdzilémy rozwizujac ostatnie zadanie, w przypadku réwnania Diraksyehdego ze sfe-
rycznie symetrycznym potencjatem kulombowskim, ap@ny orbitalnego momentue@u nie komutuj z
hamiltonianem. Z tego, co tam policzyphy, wynika jednakze musz istnie¢ wspélne funkcje wlasne dirakow-

2
. B A~ h=
skiego operatora Hamiltona oraz operatorE’)IN+ E Zj i (L + E Zj :
z
Z ogolnych regut redzacych sktadaniem momentdowegu wynika,ze jezeli wartasci wkasne operatoréw

2
2 I:z &Lodpowiedniohzl(l +1) i hl,, a operatorév(g i) gi odpowiedniohzé(%+lj

2
oraz ig, to operatoryj2 = (I:+%i) i jz = (I:+%ij maj widmo odpowiedniohzj(j +1) oraz

ham, gdzie

j=|+% 1ub j=|—%, M= —jo..+j.

Sprobujmy wgc znalg¢ wspoélne stany wlasne hamiltonianu Diraka z potgea) V(r) oraz

2
~ Dz ~ Dz e
operatoréw(L +§Zj i (L +§Zj do wart@ci wtasnych odpowiednidc , hzj(J +1) i im.
z
Po oddzieleniu zmiennej czasowej od zmiennych pzasych réwnanie Diraka w reprezentacii
standardowej dla @stki natadowanej umieszczonej w sferycznie symetrym polu elektrostatycznym

< 4ot 7)o Sme |

i

g

co zapiszemy w postaci uktadu dwoch réwna

(E -mc - V)¢ = Q?Dgp(, (réwnanie 1)
(E +mc - V))( = oUp. (réwnanie 2)

Stan opisany funkgjfalowa ( j ma by stanem wilasnym energii, kwadratu catkowitego madmen
X

pedu J? i jego rzutujz. Powinno w¢c zachodz
L(6,¢) += a) G,n(r.0.0)=17i(j +1¢ . .6.8).
(6,9)+= 0j¢ Ar.6.8)=1mg , (r.0,8).

(
L
(I:6’¢ += sz)(m(r 6.0)=1i(ji +Dx .l .6.8).
o

6,9) + J ))(Lm(r,&,q)) =nmy ,(r.0.9).
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Operatory momentueglu nie dziataj na zmiena I' . Sprébujmy wéc szuka rozwigzania w postaci

e (Sactee)

Zajmiemy s¢ pierwsz pawg rownai;

3%¢;,(6.0) = 1*i(i +,.(6.9).
jz¢'j,m(0’ ¢) = hm’j’m(g' ¢) '

o,
¢’m1( ¢)j ma by wynikiem ziaenia dwéch momentow efu:

' mo(6.9)

Dwukomponentowa funkq{

: . VI _ _ he) R
jednego opisanego operatoralrﬁ i L,,drugiego zwizanego z operatora IEZ [ EZZ (por.Dodatek 2

— Sktadanie momentowa). Z wektoréwl I ,|Z> [ |% , ms> mozna ziazyé wektory|| +%,m> (spin ustawiony
,Zgodnie z orbitalnym momentemequ”) z wartGcia parametru M zmieniajca Sie w granicach
m=—(+3),....+(1+3) oraz|| -3 > (spin ustawiony ,przeciwnie do orbitalnego momeptdu”) przy
wartasci parametruM zmieniajcej sk od —(I —3) do +(I —=3). R&ne wartdci parametruT odpowiadai
réznym mazliwosciom ustawienia gicatkowitego momentugelu wzgkdem osi Z'.

Rozwamy pierwsza mozliwosé.

Maksymalna warté rzutu catkowitego momentuzgu wynosi wtedyl +% a odpowiadaycy jej wektor
ma posta (wektory odpowiadace catkowitemu momentowiedu oznacza quziemy|| ,%;j ,m> albo w

skrécieH ] ,m))
\||+1 | +2)=]1,1)0(.4).

Stany o mniejszych rzutach catkowitego momengdupmazna wygenerowawielokrotnym dziataniem
operatora

J-iJ =L+=5

- X y

J

NS

na obydwie strony powgzej rowndci. Po wielokrotnym, na przyktaatkrotnym, zastosowaniu operatoria_
dostaniemy po prawej stronie sgme wiecej niz dwoch sktadnikow:

[T+ +4-n)=|l+im)=alll-n)0OJ3 4)+41 ) - 0 -1)0[% -4),

bo spin elektronu ma tylko dwa ddive rzuty. Mamy wec zawsze

HI+ m)y=all,m-3)0(2 3)+41.m+1) 01 ,-)

a pamgtajac o zwiazku midzy | i | zapiszemy

Hj,m>=a|' 3:m=3)0[3.3)+4j-3.m+3) 0[5 —3).
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Graficzna ilustracja tego ,skladania” pokazuje jdlleko od rzeczywistoi leza nasze préby
wyobrazenia sobie dodawania dtéw na podobigstwo dodawania wektoréw. Sprobujmy zobrazéwatatni

wzoér. Jak wiemy, w stanie wlasnymela | ] ,m> mamy okrélona wartai¢ wiasra operatora kwadratu éu

(wynosi onahzj(j +1)) i jego skladowej w wybranym kierunku, ktéra wyndam. Wartdici sktadowych w

kierunkach prostopadtych do tego wybranegp réeokréglone. Mazemy probowa poméc wyobrani
przedstawiajc kret jako wektor precesuagy po staku wokoét wybranego kierunku. Przy takim sposobie
prezentacji obydwu sktadnikom wgpujacym po prawej stronie ostatniego wzoru przypisahiny —
odpowiednio — dwie a&ci ponizszego rysunku (wzér powtarzamy pod rysunkiem).

5

lim = di-im-30R3 o+ Ai-imed)oR-).
Warto podkréli¢ ze obydwie czsci tego rysunku (i przypisane do nich skfadnikgpowiadag

. 1
przypadkowi | =1 +s =| +§ , czyli przypadkowi spinu ,zgodnie ustawionego”rztem orbitalnym. Tak

wiec prawa czs¢ rysunku pokazuje, do jakiego stopnia naiwn@asze wyobrgenia o naturze wielkai
fizycznych krypcych sk za operatorami momentegu.

Podobnie, jgi | =1 —% (spin skierowany przeciwnie do orbitalnego momegxtilu), to

[i.m)=a

j+3.m-1)01 ) +B] j++.m+1) 02 ,-1).
Odpowiedni rysunek wygtla podobnie, tylko ,wartg bezwzgédna” ketu orbitalnego jest wksza.

Liczby @, B, @', [f to odpowiednie wspdtczynniki Clebscha—Gordana:

ktére znajdujemy w tablicach:

1
[+m+3

a= = ,
s 2l +1
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l-m+3
=-q'=,|—2.
o 21 +1

Nalezy podkréli¢, ze obydwa wyej wypisane stany, chogiadpowiadaj tym samym wartéciom | i
M, to jednak przynala do dwdch ranych "trapezowych tabelek" (pdpodatek 2str. 100): pierwszy powstaje

. 1
ze skladania momentowegu j, =1 =] _E' j, =3 i figuruje na odpowiednim miejscu w pierwszej z
. : . . . . : R R
dwéch kolumn tabeli, a drugi odpowiada z&aiu momentéw ¢du Jl=| =] +§, J, =5 i zajmuje

odpowiednie miejsce w drugiej kolumnie innej tab&lbydwie wymienione tabele sktadagie z dwoch
kolumn; pierwsza kolumna odpowiada ,réwnolegtemstawieniu orbitalnego momentgdu i spinu, a druga
— ,antyroéwnolegtemu”.

Wréémy do réwnania Diraka. W reprezentacji funkcji fajah wektorom|| ,|Z> odpowiadaj funkcje

1 0
kuliste YHZ(H, ¢) za& Wektorom|%,%> [ |%,—%> odpowiednio kolumny(oj i (J . Dlatego spinorg’

mozemy zaproponowaw postaci

. _(# 1 0
|J,m> - ¢ _(¢;j aYJ_l m-1 (0,¢{OJ+BYJ_%m+;(H'¢)(1J

I +m+1 j +
—Y ., .(6
|V 21+1 YJ-*m-%(9¢) 2j = E( ?)

[l-m+1 j-m,,
2l +1 Yj—%,m% (6' ¢) 2] % %(6 ¢)

J o =00

gdziel = j =3 (czyli j =I +3), albo w postaci

i) = =<0, 0] o+ 00

= 1 j+1-m

_ 2'+1
j+1+m
{377 09

/I' +m+3
2l"+1 Yj+%,m+% (8’ ¢)

¢'i,l’m;1(0’ ¢)J =
#ymal.9) = P2 OF)

gdziel' = j +2 (czyli j =1"=3).
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Pamgtamy z wczéniejszych rachunkéwze rownanie Diraka pozwala wybiérgedm par skladowych
bispinora, wyznaczag drug z nich. Wybierzmy wic w roli spinora@' ten odpowiadagy jednej z dwoch
dopuszczalnych wartoi kretu orbitalnego, na przyktad = j =< (czyli j =1 +3):

oo {2

i teraz na pewno trzebagsidwota: do réwnania Diraka, z ktérego w szczegdétriavynika, ze
- cam
XX = e oy 2%

E + mc®

Dla okrélenia funkcji ¥ wystarczy teraz poréwigarzystéci funkcji ¥ i @. Chodzi o reakej funkcji
falowej na zmiaa znaku wektoraX . W zmiennych sferycznych odbicié — —X realizuje s przez zmiag
zmiennychr - r, 8 - 71— 6, ¢ » @+ 7. Dla funkgji kulistych prawdziwy jest zazek

Y (7= 6,77+ $) = (-1)' Y, (6,9)
a wieC map one okrélona parzystéé. Macierz 5Eﬁ ma postéa

N A 2
IR=TM, via, -,

Taki operator, dziataf na funkcg parzyss, zmienia § w nieparzyst i v.v. Dlatego funkcjeY i @
musz mie¢ przeciwm parzystéé (sferycznie symetryczny potencjat jest parzystydrtasé parametrul w
sktadowychY i @ musi s¢ rézni¢ o liczke nieparzyst czyli w naszym przypadku o 1. Memy wic rozwaaé
dwa przypadki:

1. Rozwizania, w ktorych w sktadowegp zachodzil = | —% (w sktadowej ¥ mamy wtedy

I" = j +1) — nazwijmy je rozwizaniami I-go typu

9, (r.60) [R(r)"“mj Il

S(r)Q;m, I'=j+

2. Rozwizania, w ktérych w sktadowap mamyl’ = j + 2 (rozwiazania I1-go typu)

(r o, ¢) R(r )lem |=i+3 (minus przy dolnej skladowej pojawiksilla
=Sy, '=j-3
przysztej wygody).
Obydwa te rozwizania mana obj¢ jedrs formula
(r.6.4)= R ktorej alb (lzj_%j b (le%j
r -1 , W ktorej albo mamy| . albo | .
Feim -9z s(r)e,, I'=j+3 I'=j-3

Skorzystamy teraz ze zywiku, ktéry zachodzi milzy funkcjami Q obydwu rodzajéw, niezateie od
tego, czyl = 1'=1, czy I'-1 =1
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Q _il—l’a.l_—[ﬁQ dzi 4_)4(_ . . . . . ..
fim = jm»  gdzie N _M = —. Jak st zaraz okae, jego szczego6towy dowdd nie jest

= | xi

nam tu potrzebny — pokemy tylkd®, ze funkcje Q,,,, oraz 0 [HQ,, réznia sic co najwyej o czynnik

liczbowy, ktdry nie jest istotny, dopoki funkcj@(r) nie jest okrélona. Aby to zroki, wystarczy pokaza ze

sktadowe operatora &u catkowitegoL +%5 komutup z G [
~ h 18 g 1~ ok
L +§Ji,0'[ﬁ —‘Li dzialatylkona@i ¢‘ ==L +§0},ijj
r

:%{I; +%ai,ajx]] :%[ﬁi,x1]+% Ui,Uj]=...

Obliczamy obydwa komutatory:

[I:i,lez ihé‘ijkxk, |_Ui ,Uj]= 2 &k Oy (por. zadanie na str. 7)

i podstawiamy do rachunku, otrzymaj

_o;. % = ih( ko, =
o F g X+ R8O =y + £ X0 =0,

Std wynika, ze funkcja 0 LRQ . jest réwnie (obok funkcji €., ) wspdlm funkcja wiasr

jim

2
> ho > ho e
operatoréw[L + EJ) oraz (L +— j do tych samych warfoi wiasnych — odpowiednio %Zj(j +1)
z

N

oraz iM. Funkcje Q. oraz 0 LAQ,, maj przeciwm parzystéc, a to ju wymusza liniow zalenosé

czyli proporcjonalné) funkcji  [NQ ,  do funkcji Q.. , bo podprzestrzeztozona z funkcji wiasnych,
jim jI'm

odpowiadaicych wymienionym warteciom wkasnym, jest w naszym przypadku dwuwymiarowa.

Przyjety wyzej zwiazek le,m =i'""omQ pozwala wyrazi gérne sktadowe dtowe bispinora

s,
r

jlm

przez sktadowe dolne. Mamy bowiem terazy = —i(J [X) im | Skupiamy si na prawej stronie

réwnania 1 ze strony 57:

S(n
r

@) x = -0 Q.

Obliczamy:

(@@ = (0, NG %) =TT WX = DX + 64T, D%
=-ind X, +he 0,0, % =-in(xd, +3) +ho &, (9, + X))

= —i(%J, +3) +i(-)h0 &y X0, = —ih(x,J, +I-iT L.

9 Pomyst poniszego rozumowania pochodzi od doktora Jakuba Meiskidry, lkdac wowczas studentem
naszego Instytutu, przestat mi go przed kilkunéasty listownie po przeczytaniu pierwszego wydarkigystu.
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Tak wiec
w@u=P(tﬁ —or |2

-l )- Ef}—

[ rS(r) - ZhS(r) gt : } -

Wartaici wlasne operatora@ [L tatwo wyliczy¢. Mamy bowiem

L a2 2. .= = ho
oL Z%SDL , gdzie symbolemS oznaczykmy trojke macierzy —0J, czyli reprezentagj
macierzow operatora spiny .

Z drugiej strony

A 2 A ~
JZ:(L+S) =2+ $+2 LIS

czyli
o=(3-0-8).

Uzywane przez nas dwukomponentowe kolumgd

im Sa reprezentantami wektoréw wiasnych
operatoréwd 2 L% S8 czyli na miejsce operatoraD[ wejdg liczby

A

ot - %["’Zi(j +1)=hA( +J)—h21(1+1ﬂ:{ n(i=2) gdyl=j -3

2\2 A(=j-2) gdyl=j+1
Dla ujednolicenia zapisu przypadkdws j =2 il =j +3 wprowadzimy zmiermK (| oznacza tu w
obydwu przypadkach parametr odrgszsk do gornej skiadow@ Jlm
k=j+1, gdy |=j=3 (rozwhazania I-go typu),
k=-(j+3), gdy |=j+3% (rozwazania ll-go typu),

ktora mae przyjmowa wartcici K = £1,£2,..... Przypadek > 0 oznacza spin "réwnolegty" do orbitalnego
momentu pdu, K < 0 — "antyréwnolegty".

Dzieki temu ma:emy napisé 0 (L — 7(k —1) dla obydwu przypadkéw i teraz

A

jim

Gy = [ S (r) - ZhS(r) n(k - 1)83)}9
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G Py = - [S(r) S0, k)JQ

Caly powyszy zabieg pozwala upicié przez Q iim - Jezeli bowiem rozwaymy pierwsze z dwoch
wyjsciowych réwna (réwnanie 1)

(E-mé- V)¢ = oy,

to mamy teraz

(E-mé-V)RNQ,, =- c(s (r)+ 2 S(r) (L+ k)j
i stad pierwsze réwnanie na funkcje radialne ma gosta

h_lc(E -mé-V)R(r)+S(r) +$(1+ k)=

czyli jesli podstawe

R(P) E@,
s =80

r

to otrzymujemy

i(E—mcz—V) F+ G+EG=O.
hc r

Podobne zabiegi wykonane nad drugim réwnaniem (adwen2) prowadgdo:

i(E+ mc - V) G- F+XE=o0,
hc r

Dostalémy dwa réwnania réniczkowe pierwszego edu na dwie funkcje (1) i G(r).
W miejsce wspohdnej I wygodnie jest wprowad&izmienr, bezwymiarow 0= ar , gdzie

mc& + E mc& - E
A=taa,, o= GE T

(Rozwaamy stany zwizane. Wynika z tegoze liczba mc® - E jest dodatnia, bo energia E dlaasiki
spoczywajcej w nieskéczonaci wynosi mc?, wigc dla castki zwiagzanej w studni potencjatu musi by

mniejsza odnc? )
W nowych oznaczeniach zapiszemy

(1+EJG (az_,_LjF 0,
do p a hca
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(E_EJF _(&_L)G:O
do p a hca

Dla jonu wodoropodobnego nalepodstawt

Z¢e Ze? oV zZ¢e
V(r)=-——=-——a, czyli —
r Yo nca ncp

2
e
(stata y jest bezwymiarowa i proporcjonalna do tzw. statejiktury subtelnejh— = F ) i teraz réwnania na
C /

funkcje F(r) i G(r) przybion posta
(LLKJG_(&_Z) -0,
do p a p

(i—KjF —(ﬂ+ZjG:o.
do p a p

Dla dostatecznie dych wartgci © mamy uktad réwna

¢-%F=0
a

F-%G=0
a

ktory prowadzi do

F"-F =0,
G"-G=0,

CO sugeruje, aby rozegan szuk& w postaci
F(o=f(pe”.  G(o)=9(0e”,

gdzie eksponentyasviodace dla duych wartgci 0. Po podstawieniu do rowhanamy
k a
Jo a p
] k al y
fr—|—=+1f-|—+=|g=0.
Iy a p
Rozwiazan tych rowna szukamy w postaci

f=p(a+apt+...),
g=p0(y+hot...),

gdziea, # 0, b, #0.
Pamitamy,ze w poszukiwanej przez nas funkcji falowej veyatja funkcje R(r) i S(r):
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R(N=r"F(r), S(r)=r"G(r).

Rozwigzania rownania Schrédingera nie powinny éméecatkowalnej osoblivaei w I = 0, tzn. calki
I|R(r)| r’dr  oraz I|S( N r’dr
0 0

nie powinny "sprawia klopotow" w dolnej granicy catkowania. Oznaczaztkolei, ze dla funkcji R(r) i
-1
S(r) dopuszczamy osoblikoi w zerze nie silniejsze hirzedu [r(r)a] , gdzie a < 3. Oznacza toze

wyktadnik S moze byt mniejszy od zera, ale musidwickszy od -0,5.
Podstawiajc funkcje f i g do rowna, dostajemy odpowiednio

Z[bv(v+ s+ k) + y@]p"*s‘l - Z( b, +% @_1),0”*5‘1 =0,
v=0

v=1

;}[av(v+ s— k) - yb/]pwg;—l _ ;( 3, +% b_ljpws—l -0,

czylidla v=1,2,3,... powinno zachodzi

a,

(V+S+ k)l:}/—l:a_1+ye&—7 g,=0, (A)
(v+s-K)g - @_l—yq—% b, =0, (8)

a dla V= 0 dostajemy odbnie

18, +(s+ Kk =0,
(s—k)a, — )b, =0.

Niezerowe rozwjzania ostatnich dwoch réwhaizyskamy, jeeli

V+s’-k*=0, czyli s=* /K- ).
Pamitamy, ze K = £1,#2,+3,... itd. Rownoczénie y= 1—3_ Widat wiec, ze skoro S musi by
/

wigksze od -0,5, to clhc unikmg¢ osobliwdci w punkcier = 0 mazemy przyjé tylko gérny znak pierwiastka.
Rownanie (A) mngymy teraz przez¥, rownanie (B) przez¥, i odejmupc otrzymujemy:

bv[a(v+ s+ k)+a2y]= @[az(v+ s l)—ay]. ©)

Jak zwykle, chac sk dowiedzi€ czegd o zachowaniu funkcji przedstawionej szeregiem dikaych

a b
wartoici jej argumentu, musimy oszacotvstosunek—=- (i odpowiedniob “-) dla daych V. W tym celu
v-1 v-1

napiszemy przyhtienia rowna (A,B,C) dla duych V:
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va_bv-l+yav_% av-lzo’

a
Vav_av-l+yq/_?1 b,_1=0,

ab,=a,a, (atakeab,,=a,a,).

Korzystahc z trzeciego zwizku, usuwamy wspotczynnil@ z pierwszego i wspétczynnilkd z drugiego
réwnania, otrzymujc odpowiednio

z czego wynika,ze obydwa szeregi — gdybyesinie urywaly — dalyby funkcje zachowage sé w
nieskaiczongci jak €*. Peina funkcja falowa bytaby wtedy rozhia w nieskaczondgci. Musimy wic tak
dobr& energ¢ E, aby dla pewneg&/=n' zachodzitoa,,,; = lqﬂl =0.@, i q bytyby ostatnimi wspot-
czynnikami r@nymi od zera.)

Z réwna (A) i (B) z uwzgkdnieniem (C) mamy

b (V+1+s+ @+ya(v+1+s+k)+a2y =b 1+ﬁ(a(v+s+k)+a2yj
v a(v+l+s-K-ay| |7 al\a(v+s-K-ay)|
. . a(av+s- k)—ayj
a,.,| podobny wspétczynnik= av{1+ - [a(v+ s Qray) |

Dla ¥=n" powinny znik& wspoétczynniki przya,, i bv, czyli powinno zachodzirbwnoczénie
a[az(n' +s-K —azy] +az[a( M+ s+ B+ azy] =0
oraz
a[a(n' +s+ K+ azy] + al[az( N+ s B- ay] =0.
Obydwa réwnania prowadzlo identycznego zwrku:

2a(s+ ”):y(al_GZ):%'

Podnoszc do kwadratu mamy

i stad
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S p— ' (”’+|k|_§j+

R CEL R

Jedynka w nawiasie kwadratowym odpowiada energicagnkowej. Dla poréwnania z widmem atomu
wodoru liczonym ze zwyklego réwnania Schrodingeratia wec zbada reszt cztondéw. | tak czton pierwszy
daje (oznaczmy = n' +| kl)

_mcy? _ mz*¢

2n? 2hn%n? "’

co pokrywa si doktadnie z widmem hamiltonianu Schrédingera, szt@to poprawki relatywistyczne (b
jest proporcjonalne dﬁ_l). Zwraca uwag fakt, ze réwnanie Diraka likwiduje degeneragjozioméw energii
za wzgkdu na moment g@u: w wyzszych poprawkach waro wlasne energii zalg nie tylko od gtowne;j
liczby kwantowejn, ale te od |k| (im wstzy|k|, czyli im wigkszy catkowity momentgulu, tym wyej lezy
poziom energii).

Widmo energii przewidywane przez réwnanie Dirakst jenacznie biisze wynikom déwiadczalnym
niz widmo Schrédingera. Pozoste¢ nieznaczne odchylenia (tzw. efekt Lamba) zmalazt uzasadnienie
teoretyczne wywodge st z teorii pola (polaryzacja pzai).

Do zagadnienia jakgi wynikéw przewidywanych przez réwnanie Diraka wirdy jeszcze za chwl

KLASYFIKACJA POZIOMOW ENERGI|

Wr6émy do parametrik, ktory maze przyjmowa wartdici K = £1,£2,+3,.... Okrelony |k| oznacza
okreslona wartgs¢ J: | = |k| —3. Dwa maliwe znaki parametruk odpowiadaj wyborowi midzy
rozwiazaniami pierwszego i drugiego typu.

Zdefiniowalismy wyzej gtéwry liczbe kwantowg n = n' +| kl gdzien' =0,1,2,...(w zalenosci od
tego, gdzie urywaj sie szeregi rozwiricia czsci radialnych). Jeeli wiec n' =0,1,2,..., to dla danego
naturalnegdn, |k| moze przybieré wartcici |k| =1,2,3...,n. Dyskusji wymaga tylko znak zmiennkj.

Dla danegon wartdici K = £1 odpowiadag ' =n—=1itd. az do k = i(n— 1) , kiedyn' =1. We

wszystkich tych przypadkach zmienka maze by dodatnia lub ujemna; wyiiek stanowin’ =0 — jest to
przypadek, gdy réine od zerastylko wspotczynniki @, i b0 Mamy wtedy bowiem z jednej strony (ze wzoréw
Alub B)

:—& = - & i &:—ﬁ
b, aao \/;lao, czyli o o

a z drugiej (z rownawiazacych wspotczynnik@, i bo):

b __ ¥ _ y

8, Stk +fk-p+k

Z pierwszego zwizku wynika,ze b%ﬂ < 0. Aby pogodz to ze zwizkiem drugim, meemy dopgcié

tylko K > 0. Dlan’ = 0 zmiennak nie mae by ujemna.
Poziomy energetyczne klasyfikujemy wedilg K.
Dla N=1 mamy (w porniszych tabelkach odnosi si do gornych sktadowych bispinora):
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Dla N=2:

Dla N=3:

Jak wiemy, w granicy nierelatywistycznej dolne skiee (proporcjonalne db)o) s do zaniedbania
wobec gornych, proporcjonalnych dg. Widat to ze zwizku

nierelat. kwalifikacja stanu

12 rozw. I typu

2

5

nierelat. kwalifikacja stanu

32 rozw. I typu

12 rozw. I typu

112 rozw.II typu

nierelat. kwalifikacja stanu

52 rozw. I typu

2p

E

)

32 rozw. I typu

32 rozw. II typu

2 P,
2

D

3

ral

12 rozw.I typu

1i2 rozw.II typu

2

S

Ral=

2

ni="

__|@, __|mC-E
b, = alao mc2+Ea°'

W takim przypadku o zakwalifikowaniu danego starecydiuje sktadowa goérna, proporcjonalna do
Q. gdziel = j —3 dla rozwizai I-go typu il = j +3 dla rozwizah Il-go typu. Powysza uwaga odnosi
sie do prawych rubryk w tabelkach.

Przyjrzyjmy st jeszcze rozszczepieniu pozioméw gxénemu z liczp |k| (tzw. struktura subtelna).

Zwykte nierelatywistyczne réwnanie Schrédingeradghk rozszczepienia nie opisuje: gldwna liczba kean
N sama determinuje eneggiTu natomiast, w naginym rzdzie przyblzenia, mamy ja poprawk do energii
zalezng od |k| Dla ustalonegdl wartas¢ |k| zmienia st w granicachlL...n. Maksymalna energia przypisana

4
me Vo (1-3
2n

liczbie N wynosi wkc (tylko poprawka proporcjonalna (;61)

y4
aminimalna Mc 2—(n ——) ,

n4
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co daje odsp migdzy najniszym i najwyszym poziomem réwny

me Y. n-1

n® 2n

Pozostaje to w znacznie lepszej zgodzie @wildczeniem rii rozszczepienie obliczone na podstawie
réwnania Kleina—Gordona

(E— e¢)2 —(cgp— e:§2 = rht

ktére otrzymujemy rownenc’ K; czyli za due.
n

-1
n-=s3
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REPREZENTACJE GRUPY OBROTOW

Grupa obrotéw stanowi podgremrupy Lorentza. Potrafimy wskazaeprezentacje grupy Lorentza
(doktadniej: grupy SL(2,C)) w przestrzeniahi S w postaci macierz{) o wyznaczniku rownym 1 V@ i
odpowiednich macierzyT wS. Pokazakimy, ze zwyktym tréjwymiarowym obrotom odpowiadajy S i S
macierze unitarne ie reprezentacja ) jest rbwnowana reprezentacji vVE: przy wykonywaniu obrotow w

S i S dzieje s¢ to samo (por. str. 18). Wystarczyewirozwayé reprezentagj grupy obrotow wS. Nalezry
pamktac, ze grupa izomorficzna z grapmacierzy unitarnych»2 (nazwijmy p grum SU(2)) realizuje kady
obrot trojwymiarowy dwa razy: macierkd i -U realizup ten sam trojwymiarowy obrot.

Przestrzé S stanowi przestrzereprezentacii grupy SU(2). Zaczyaajod tej podstawowej przestrzeni
mozna budowa inne, "wysze" reprezentacje grupy. W tym celu bierzemirotny iloczyn tensorowy
przestrzeniS: SO SO...0S. (Uogodlnienie definicji iloczynu tensorowego dwogteestrzeni wektorowych
na iloczyny wielokrotne jest oczywiste.) Wikiej przestrzenE dziata grupa SU(2).

Wstawka

REPREZENATACJE REDUKOWALNE | NIEREDUKOWALNE
GRUPY

7
0.0

Tworzac iloczyn tensorowy przestrzeni wektorowych, w ktdr mielsmy wczéniej okrelone reprezentacje jakiejgrupy,
uzyskujemy automatycznie naweprezentagj tej grupy. Reprezentacje te klasyfikujez siedtug kryterium ich redukowaldo.
Wyjasnimy teraz to paicie.

KD
°

Grupa liniowa, dziatac w jakief przestrzeni, mge wybier& w niej podprzestrzenie niezmiennicge.
(Interpretujmy tu przeksztalcenia grupowe czynnid)a przyklad grupa obrotéw wok6t ustalonej [osi
przechodzcej przez pocgek uktadu odniesienia, realizowana w zwyktej ptzani 3-wymiarowej, bdzie
dziatata wewntrz ptaszczyzny prostopadiej do tej osizép wektor réwnolegly do tej ptaszczyznydzie
przeksztatcany (bo interpretujemy czynnie) na iralg,te rownolegty do tej ptaszczyzny, aiiy prostopadh
(czyli robwnolegly do osi) na wektor prostopadty. Witny, ze reprezentacja 3-wymiarowa grupy obroféw
wokoét ustalonej osi jest redukowalna: przesiragjwymiarowa da si przedstawd jako suma prosta dwoch
przestrzeni, z ktérych kda stanowi odibng przestrzé reprezentacji rozwanej grupy. W gzyku macierzy
wyglada to tak:

Jezeli baza zostata wybrana byle jak w stosunku daloisej osi obrotéw, to macierze takich obrotow
beda ortogonalnymi macierzamB83x 3 i przeghdajac je trudno bdzie zauwayé, ze reprezentacja jest
redukowalna. Sprawa wyjdzie na jaw dopiero wtedgdk ktas ustawi bag tak, aby na przyktadsa'z" byta
réwnolegta do osi obrotéw. Odpowiednio przerobion®cierze reprezentacji przyjmwtedy posta

a b o
c d 0]. Wigkszy blok jest odpowiedzialny za opis obrotow wsakzynie (xy), a jedynka opisuj
0 0

trywialne transformacje wektoréw réwnolegtych do . Mowimy, ze przestrze trojwymiarowa okazuje
przestrzeni redukowaln w stosunku do grupy obrotow wokét ustalonej asizpada s na sum prost dwdch
przestrzeni, w ktorych judziatap reprezentacje nieredukowalne. (Ta rownolegta ddzigest przypadkow
przestrzenj reprezentacji trywialnej — catej grupie odpowigedynka.)

Jak wid&, redukowalné¢ reprezentacji sprowadza; slo istnienia podprzestrzeni niezmiennicze;.

D

©
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ZADANIE

Przyjmupc, ze 2] +1 wymiarowa podprzestraeprzestrzeni Hilberta nagia na stanacﬂ1j ,m> (z
danym ] ) jest przestrzeninieredukowalnej reprezentacji grupy obrotoéw, p@kaze przestrzé napkta na

D

wektorach|jl,ml>|:|| jz,m2> jest przestrzeni reprezentacji redukowalnej, i wskézgodprzestrzeni

reprezentacji nieredukowalnych, na ktére ta ostisgirozpada.
(Rozwiazanie tego zadania wymaga przestudiow&mudatku)

Przyjrzyjmy st przestrzeniS 0 SO...0S= SP pod katem ewentualnej redukowalfw reprezentacii

grupy SU(2) dziatajcej w tej przestrzeni. Pokemy, ze podprzestrze tensoréw symetrycznych \&" jest
niezmiennicza wzgbdem SU(2). Najtatwiej zobaczyto w podejciu macierzowym. Niech tensorowi nale-

zacemu doSP odpowiadaj przed transformaa;jwspé+rz¢dnetalaz'"a”. Po transformaciji (transformacinoze-
my interpretowd czynnie lub biernie) mamy

K2 =3 URUR. Ut
a

Z ewentualnej symetrii wspokdnych 't" wynika symetria wspoétednych k' — poréwnajmy na
przyktad wspotrzdm KRB 7g wspoirzdma I 2Pt

S D WUV VU S
a

(w sumie maemy przemianow@a, naa, i a, naa,, bo to g wskazniki nieme)
= boy g buy g bs Dot 223
= UZURUR Upt* ™ =
a

(na podstawie symetrii wspokanycht %)

:ZU sz blUbs prtalaz---ap = kh’%---k},
a T eyttt a, )
a
c.b.d.o.

W tym miejscu wypada przypomidieo towarzysgcej nam przez caty czas uhiovosci podwodjnej
interpretacji wszystkich sformutowiabiernej i czynnej. W interpretacji biernejkie przeksztatcenie grupowe

sprowadza gido odpowiedniej manipulacji dwoma spinorami bazmiv}/a'l> i |a’2> w kazdym egzemplarzu
przestrzeniS (i — jesli trzeba — przestrzenS). Cata reszta jest wtedy skutkiem tej manipulagjszczegél-

nosci wspoétrzdne kblbz"'bp i % 2 powyszych wzoréw oznaczawtedy ten s am tensor, a zmiana
trojwymiarowego uktadu odniesienia bierze shd, ze traktujemy ten ukfad jako "zrobiony" z obiektbwl> i

|0'2> (oraz ich odpowiednikéw z przestrzeﬁ). W interpretacji czynnejaywamy co prawda @£ciowo tych
samych formul, ale znagzone co innego. Obiekty bazovi/e)'l> i |0'2> (a wraz z nimi bazy tréj- i czte-

rowymiarowe) nie ulegaj zmianie. Rownoczaie zmiana liczb t" na "K" oznacza wtedy prz&ie do
innego tensora. Stwierdzenie: "podprzestiansorow symetrycznych jest niezmiennicza wadgin omawianej
grupy" lepiej co prawda brzmi w reprezentacji czgjnniz biernej (grupa w swoim dziataniu czynnym jest
wewretrzna w podprzestrzeni tensoréw symetrycznychgrpretacja bierna jest jednak réwnie uprawniona:
jezeli w bazie wyjciowej tensor miat wspotezine symetryczne, to po zmianie bazy generowanegzprz
dowolny element grupy ten sam tensedtie nadal miat wspétezine symetryczne.

Nasza reprezentacja dziatacwiwewntrz podprzestrzeni symetrycznej przestrz8Ri Dowodzi s¢, ze
jest to reprezentacja nieredukowalna.
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Samo przeksztalcenie grupowe w przestrz&li reprezentowane jest oczywie odpowiednimi
iloczynami elementéw macierzl wyskpujacymi w powyeszych wzorach. Zeli chcielibysimy "na sit"

otrzyma macierz o rozmiarac2” x 2° (2° to wymiar przestrzenS® ) dziatajca w przestrzeniS®, to
trzeba by wspétine tensorowt ustawé w kolumny wediug jakiegorozsidnego schematu — kolumna

bedzie liczyta2® elementéw — i wéwczas macierz przeksztalceniazeniarach2” x 2P bedzie jak mozaika
utozona z elementarnych macier2yX 2 reprezentujcych grug SU(2) w przestrzenE. Taka reprezentacja

odnosi st oczywicie do bazy ztwonej z tensor(’)v#a’al> O ‘ aa2>|:|...|:|‘ aap> w przestrzeniSP, ktére —

jak tatwo sprawdzi — w wigkszdici nie nalea do podprzestrzeni tensoréw symetrycznych.SK trzeba
dopiero wybré podprzestrz@ tensoréw symetrycznych oparina bazie zlponej z wszystkich zsymet-

ryzowanych iIoczyné\ASyrdl aal> O ‘ as, >|:I .. .EI‘ a. >

Przyktad g=3):
W oémiowymiarowej przestrzenid® = 8) napktej na bazie‘ aa1> O ‘ aa2> O ‘ aa3> dla wszystkich
mozliwych trojek liczb a,,a,,a; (jest ich osiem) trzeba wyaghmi¢c podprzestrze tensoréw symetrycznych.

Beda to wszystkie kombinacje Iiniowez St aa1>lj‘aa2>|]‘aa3> z symetrycznymi wzgbem
a

%% albo — co na jedno wychodzi — kombinacje liniovsy-z

metryzowanych iIoczynéwSyﬂaal>D‘a’az>|:|‘aa3> z dowolnymi wspotczynnikami (wspokgdnymi)

przestawi@ wskaznikdw wspotczynnikamis

t*%% przez Syrrra’al> a ‘ aa2> a ‘ aa3> rozumiemy tensoryZ‘ ab1> a ‘ ab2> O ‘ ab3> Z sumowaniem
bbb

po wszystkich r & ny c h kolejnéciach ustawienia Iiczldﬂl,bz,b3 (patrz przyktad riej). Przyjmiemy tu
powszechnie tywane oznaczenia dla spinoréw bazowyclw

|a’1> = | +> (spin do gory),
|a,)=]=) (spinw dob).

Cze$é symetryczna przestrzer@® jest wic napita na p+1 tensorach bazowych (wspétczynnii
odpowiada za normalizay)j

N Bym+) O |+)0..0/+)0]-)0|-)0..0)-), r+s=p

r czynnikéw s czynnikéw

dlar zmieniajcego st od zera dop, gdzie np. dlap=3 mielibysmy cztery wektory bazowe podprzestrzeni
symetrycznej. Pierwsze dwa gostaci

Sym+)|+)+) = |+ +)|+),

Sym+)[+)| =) =[+)[+)| =) +[+) =)l +) +| =) +)[+).
gdzie w kadym iloczynie po prawej stronie pierwszy spinoreagldo pierwszej przestrzerfe, drugi do
drugiej, trzeci do trzeciej,asto wiec trzy r&ne wektory. Podobnie otrzymamy dwa pozostate tgmsor
Syn'b+>|—>|—> oraz |—>|—>|—> Podprzestrze symetrycznych tensoréw zawarta & jest wkc czte-

rowymiarowa. Normalizacja polega na pomeoiu tensoraSynj+>. . | +>| —>..4—> przez odwrotng
pierwiastka z liczby sktadnikow po prawej stroi&a przyktad unormowane $ensory bazowe*rl->| +>| +>,

5 Sy =), < Synb)| =) -) oraz| =)~} ).
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Sktadnikéw w kadej sumie "symetryzuagej” jest tyle, na ile sposobow bma ustawé kolejnas¢ w
zbiorze ziaonym z I' nierozr@nialnych elementéw jednego rodzajuSi nierozré@nialnych elementéw

1

| o [rEs) _(p . p
drugiego rodzaju, czyli jest ic| = . Takwiec N = .
r r r

Przestrza reprezentaciji édaca symetryczm czescia iloczynu SP jest (p+1) wymiarowa. Wektory bazy
tej przestrzeni (w liczbigp+1):

"+ sy ]

mo by¢ numerowane na przyktad liczlf (liczba "plusow" w iloczynie) zmieniaga Si¢ od zera dop.
Rozwamy teraz przestrze w ktérej dziatay operatory momentueplu jx, jy, jz. Traktupc te
operatory (na razie na wyrost, bo jeszcze tego pukazalimy) jako pomnaone przez/ generatory
rozumianej czynnie grupy obrotow, ieany sk tatwo przekond, ze 2 | +1 wymiarowa podprzestraenapkta
na stanach| j,m> z ustalonym | stanowi przestrze reprezentacji grupy. Kala nieskaoczenie mat

transformagj z grupy da s bowiem rozigy¢ na transformacje elementardet iJ @ . Dlatego wystarczy
pokaza&, ze generatory dziatgjwewrtrz wspomnianej 2 j +1) wymiarowej podprzestrzeni, a to z kolei

wynika trywialnie z zapisu

5o=5(0 40 3,253 -10).

y

Mamy wiec przestrzé reprezentacji. Dowodzi gize jest to przestrdereprezentacji nieredukowalnej.
(Intuicyjnie rzecz wydaje sioczywista: obracag obiektem o danym kwadracie momentdlp na wszystkie
mozliwe sposoby, wyczerpiemy na pewno wszystkiezime@ rzuty tego momentugou na ¢ z-éw, chocia
kwantowo rzecz nie wygtla tak banalnie. Wszak przeja od stanu o okéonym rzucie do stanu o innym
okreslonym rzucie realizuj operatoryJ, i J_, a to nie s obroty! Wyjanienie tego pozornego paradoksu

jest nastpujace: w mechanice kwantowej nie ma stanéw o @&rgm kwadracie momentuegu i okreglonych
wszystkich trzech rzutach. Okteny maze by tylko jeden z rzutéw, na przykiad nd &", co mana sobie
naiwnie wyobrazi jako precesj klasycznego wektora momentgdu wokét wybranej osi. Nie dziwi zaterre
nie istnieje taki czynny obrét, ktéry wykonany nawyzszym obiekcie fizycznym przetransformowatby go tak,
aby jego stan odpowiadal momentowdp o0 innym rzucie nasd'z".)

Jak pamitamy z podstawowego kursu mechaniki kwantowej, taktadanie momentowedu" polega

na mnaeniu tensorowym dwéch przestrzeni rygch — odpowiednio — na wektoracl|1jl,ml>,
M, = = Jpyeees Jq wektorach| j,,M,), M, ==j,,....J, (por. DodateB. lloczyn tensorowy tych dwdch
przestrzeni okazuje isurmy prost, kilku przestrzeni: pierwszej napej na wektoracﬂ Jidard ] 2m>,
m==(j,+],),(j1+1],), drugiej napitej na  wektorach |jl,j2;jl+j 2—1m>,
m=-(j,+j,-1),....(Jj; + j, —1) itd.; ostatnia odpowiadata parametroWiréwnemu| Ji— 12| Kazda z
tych podprzestrzeni stanowi nieredukowsalmeprezentagj grupy obrotow, czyli (2j, +1)(2], +1)-
wymiarowa przestrze napgta na Wektorach| jl,m1>|:|| j2,m2> okazuje si przestrzeni redukowalnej
reprezentacji grupy obrotow i da; pirzedstawd jako suma prosta kilku przestrzeni reprezentaejieniukowal-
nych numerowanych parametrejndla wartéci od j = j, + j, do | = |J1 - 2|.

Ostatnie uwagi 0 operatorach momentégdp w przestrzeni Hilberta magjzwiazek z omawianym
tematem. Wemy bowiem np. p =2, czyli rozwamy przestrzé S S. Symetryczna podprzestrzéej
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przestrzeni napta jest na tensoraclhl-> O |+> %0 +> D |—> +|—> 0 |+>) oraz|—> EI|—>. W jezyku

sktadania momentow edu zapiszemy te wektory jako |3 ,%> O |% ,%>
1 : -

E“%,% O |%,—%> +|% ,—%> O |% ,%>) , |%,—%> a |%,—%> i to, co wczéniej nazywakimy

wspotczynnikami normalizacji, okazujezsivspotczynnikami Clebscha—Gordana dla sktadania eméw gdu

j1 =3, j, =%. (Warto ziay¢ momenty gdu j; =i j, =+ i porowna.)

Operacg sktadania momentéw edu mazemy odwrdat. Dany wyfciowy stan | ] ,m> mozemy
potraktowa jako ztazony z dwdch momentéwedu j,, j,, np. j = j, + |, , jak w pierwszej kolumnie stanéw
(sktadajc momenty pdu ustawiakmy wektory nowej bazy w tabgeb ksztalcie trapezu — chodzi o pierwsz
kolumre, tej tabeli, porDodatek str. 100):

|j1’j21j m>= Z<j11m11j2’m2| J10d 24 m>| j 1mJ>D| j zm%;
m,m

. . . mEm=m

J= )t )

Z kolei kazdy stan| jl,ml> [ |j2,rr12> wystpujacy W powyszej sumie meemy dalej roziey¢ na
"drobniejsze" | -ty itd., a wszystko roziaymy na stany| +> i |—> Dostaniemy po prawej stronie sgim
iloczynéw stanc'JV\}+> i |—> Kazdy z tych iloczynow bdzie zawieratdcznie p wektoréw| +> lub | —>, gdzie

pI:-l;'—=j . Rozwaane wczéniej reprezentacje nieredukowalne grupy obrotowomahe na podprzestrzeniach
symetrycznych rénych przestrzenSP® (dla r&nych P) s whasnie przestrzeniami reprezentacji ngpini na

stanach o ustalonym, gdzie pI:-I;—:j . Przyjmiemy bez dowodug wektory bazowe

R

sa wektorami wkasnymi operatorzi2 do wartgci wiasnych J (] +1) oraz operatoraj , do wartdci wlasnych

m=(p-nNEG+r-3) :(Ep_rj' gdzie oczywicie J 5%31+%32+...+%3p, a operatoryJ'

dziatah w odpowiednich przestrzeniach petniac tam obowizki generatoréw grupy obrotow i w bazach zio-
zonych ze znanych spinord\m> przyjmup post& macierzy Pauliego.

ZADANIE —przyktad

Korzystajpc z tablic wspéiczynnikéw Clebscha zapisz stq\éy% %,%> %,'71> %,'73> jako
kombinacije liniowe stan(’)\}\ﬂ., ml> 0 |%, n}>, a nasgpnie w tych kombinacjach z kolei stah'y ml> roztéz nal
stany|% ) m>, czyli stanyl +> i |—> W ten spos6b zapiszemyzkly z czterech wygiowych stanow jako s
iloczynéw licacych po trzy stan){ +> lub |—> Wspoiczynniki tego rozktadu powstarz odpowiednliJ::L
wspotczynnikéw Clebscha. Poréwnaj je ze wspoéiczyami kombinatorycznymi. Spravgdze istotnie

m= (Iiczba " pluséw) [—% + ( liczba " mi““Sé"?"[ﬁ—g ,
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czyli ze M= — r. Tabet wspotczynnikow Clebscha moa znalé¢ np. w podgczniku Schiffa na str. 197.

£.9)=1L00]2.3) =+ )+, b0 [13=[+)]+)
N A SRR BRSNS
o LA D A R B
=Sl emaren (=a

r

[N
N

Podobnie otrzymamy

318 = =)=+l el =)+l -h =) = sy,

Przestrzenie nagie na kompletach zionych z2j +1 stanéw| j,j>,,|j ,—j> utazsamilismy z
podprzestrzeniami symetrycznymi przestrz&Hi, gdzie j = g. Pozwala to udzidliodpowiedzi na centralne
pytanie tego rozdziatu:

JAK TRANSFORMUJ SIE STANY | j,m) POD WPLYWEM OBROTOW?

Mozliwosé te mieliSmy w zasadzie ju wczeniej, gdy zataylismy, ze operatoryj (dziatapce w
przestrzeni Hilberta na starhj,m> i ich kombinacje) & generatorami grupy obrotéw. Wtedy jednak byto to
tylko zatazenie. Teraz Zapotrafimy to ju. udowodné:

Jezeli w kazdej przestrzenE generatorami obrotévaoperatory 30, , 30, 30,, to w przestrzeni

X
SP generatorami oka sic operatory

8 _qa
J _Eaxl-l_

N

~ 1A
X Jx2+"'+50-xp

i podobnie dlajy oraz jz. Jezeli bowiem na przyktad obracamy uktad odniesienladbiekt fizyczny wokét

osi "x" o kat da, to operator transformacji w przestrzeli ma posta i+i%5’xda’, a w przestrzenSP
przyjmie posta

X2

(i+50,0a)(i+16,,da). (1450, d) = 1 4{ 5, + &+ 45, o+ Q)2
Teraz dopiero pokazéiny, ze operatorij, jy, jz 3 rzeczywicie generatorami grupy obrotéw w

przestrzeni Hilberta.
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Powyzsze pytanie o transformowanie sitanéw| j,m> ma sens zaréwno bierny, jak czynny, o czym
nizej. Mozliwo$¢ udzielenia na nie odpowiedzi wynika z tege, kazdy stan| j,m> potrafimy zbudowé ze
stan(’)w|+> i |—> a te ostatnie transformupic w sposob, ktéry kontrolujemy. Skoro grupa obrotaata
wewntrz (2] +1)-wymiarowej przestrzeni nagiej na wektorach | j,m>, m=-=j,..,+j, to w
szczegolnéci wynik obrotu czynnego wykonanego na dadyjrm> musi by superpozyg wszystkich stanéw
[, m ==,

6@, B i.m) = 3 Dla By i),

gdzie (2j +1)” funkeji D! . (a,B, ) reprezentuje grupobrotéw w podprzestrzeni nafej na stanach
| | ,m> dla ustalonegqj , a zmienned, 3, y to dowolnie zdefiniowane parametry ustataj obrot, na przyktad
katy Eulera.

Teraz — dlawiczenia — zinterpretujmyetreprezentaegjbiernie i czynnie:

1. Biernie

Postugujc sk abstrakcyjnym operatorerhAl , wykonujemy wS (a take w S) odpowiedni manewr
spinorami| a). (Warto pamitac, ze |a’1> = | +>, |az> = | —>. Pamgtamy ter, ze w jz przyporadkowanie
jest inne, do czego jeszcze wrécimy.) Na skutelo temnewru zrobiona z tych spinoréw baEa I k
wykonuje obrot.

Wytworzony w laboratorium stahj ,m> E| > (konkretne "] " i konkretne 'M"), kt6ry wiasnie ma tu
by¢ poddany biernej transformaciji, usadowiony jestostpci odpowiedniego wektora w przestrzeni Hilbérta
"niczego nie wie" o manewrach kaw S oraz o obrocie bazf, I K . Jednak obserwator zygiany z
obréconym uktadem odniesienia na og6t nie nazwieggo stanu stanehj > bo na przyktad jego (obser-
watora) ¢ z-6w skierowana jest na 0go6t w instrore, niz przedtem. Uznawane przez niego nowe stany wlasne

momentu pdu (nazwijmy Je| Js m> ) 2 zbudowane z nowych spinoréw bazowych (nazwumt/-lyé |—> ;

) =6+).|-) =0
interpretacji biernej zapiszemy aui (obrét dziala wewatrz podprzestrzeni nagej na stanacﬂj,m> z
ustalora wartdicia | — por. str. 74)

—>) w taki sposdb, jak stare stahj/, m> byly zrobione ze spinoré\}\rl->, |—> w

H_/
stany odnoszace
sie do ukladu

odniesienid’,j' k"

)= 3 D@y |im)

Prawa strona wygtla jak iloczyn m-go wiersza pewnej macierzy przelutarg ztozoma z wektorow

|j,m’> (wskaznik m' jest martwy). Parametfl po prawej stronie "partia”, jaki stan jest poddawany

transformaciji biernej.
Zwréémy uwag, ze "biernag¢" rozwazanej transformacji przeniosteesi przestrzeni tréjwymiarowej do
przestrzeni Hilberta: wektor stanu, ktdrego bigmansformagj opisujemy, "ani drgat" na jej skutek; manewr

wykonata tylko baz4| j,m>} .

2. Czynnie
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Chcemy teraz pozostasvivszystkie bazy w spokoju: nie zmienia baza wS ani bazar, I, k.

Mamy stan| j,m>. Co Ikedzie, gdy obiekt fizyczny, ktdérego stan jest opisan przestrzeni Hilberta
Wektorem| j,m>, obrécimy w stosunku do uktadu odniesierﬁia I K tak, aby w efekcie obiekt fizyczny i
uktad pozostawaly w stosunku do siebie w takieacl w jakiej byly one po obrocie uktadem odnie@er,

— —

J, K rozwazanym w wersji biernej? Jakim wektorem w przestizeiiberta naley opis& stan tak

obréconego obiektu?
Odpowiedzi na to pytanie udziela rozwae wczéniej podejcie bierne. Otd obrét czynny wykonany

na| > =| j,m> tojest z definicji prz&ie do takiego nowego wektoé| > = q I m> W przestrzeni
Hilberta, ktory wyraa sk przez wektory bazowbj ,m’> wzorem (stad ] ,m> po lewej stronie to jeden ze
stanéw| J ,m’> wystepujacych po stronie prawej)

A N
OaBy) ism) = 3. Dhw(a.Boy) .m),
m'=j
odniesione do tej samej osi z-6w! (jest zresylko jedna, bo bazaehie zmienia)

ktory obowhzuje dla kadego m=+|j,...,—] oddzielnie. Cat t¢ rodzirg wzoréw mana upé w formie
macierzowej

Dm,m

9l j.-i) =)

Pozostaje nam teraz ustalzwiazek midzy ziazonymi z (2 +1) X (2] +1) funkcji macierzami
D! .(a,B,y) a znanymi nam macierzaral reprezentuicymi obroty wS. Najpierw trzeba jakowybras
trzy parametry opisage obrot. Przyjly sie katy Eulerad, 5, y zdefiniowane nagpujaco (na chwig "myslimy
biernie", czyli kecimy uktadem odniesienia):

1. Obracamy uktadem wokét os"'o kat @ w kierunku takim, aby ©"x" obracata s w kierunku starej
osi'y", czyli "w lewo".

2. Teraz obracamy uktad odniesienia wokot nowej'gso kat 5 "w lewo".

3. Na koniec obracamy wokoét nowej (aktualnej) asid kat ) "w lewo".

W ten sposéb daesizrealizowa kazdy obrot. W opisanej tu biernej wersji obrotwdili smy uktadem
odniesienia, obiekt pozostawiaj w spokoju. Chac zrealizowd to samo, ale w wersji czynnej, musimy
utworzy (w wyobrani) kopie i T',IZ' ukladu odniesienid , I K, ktora wiazemy sztywno z obiektem.
Przed czynnymi obrotami uktad i jego kopia pokrymsig.

Obiektem obracamy "pokcajac” za osie kopii — obiekt ki sic wraz z kopd, bo jest na i nanizany
na podobiéstwo pieczeni — w tym czasie wkwy uktad odniesienia?, I K nie doznajeadnych zmian.
Kreci¢ trzeba o kty (—)) wokot osi "z" kopii, (=) wokét osi "y" kopii i w kaicu o kit (—a) wokot osi
"z" kopii (czyli — wedlug naszej terminologii — "ywrawo"), w takiej, jak podano, kolejsg. Droga do
zrozumienia, skd bierze sj konieczné¢ odwrdcenia kolejnixi, jest dobryméwiczeniem na wyobtaig
przestrzen Rozumowanie utatwi nagiujaca uwaga:

Po dokonaniu obrotu czynnego obiekt m& gk ustawiony w stosunku do niezmienionej bei?z,yj?,

K, jak w przypadku obrotu biernego niezmieniony &blzyt ustawiony wzgidem obréconej bazf/', T',IZ’ .
tatwo zrozumié, ze po opisanych waej obrotach "pieczeal o katy —),—[,—a tak jest w istocie.
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Przytrzymajmy bowiem teraz obrocpmpieczeé reka, a obracajmy kopi"w lewo" o katy kolejno a,f3, y:
kopia wtopi s¢ z powrotem w bag co oznaczaze pieczé zostala ustawiona w stosunku do bazy tak, jak
nalezato.

Obliczanie funkcji Der,(a,,B, y) zaczniemy od tych opisagych transformowanie eiobiektow
podstawowych|%,%> =|+> oraz |%,—%> =|—> traktowanych jako stanilj,m> dla j =3. Jak wiemy,

bierny obrot uk}adur, I K o kat @ wokot osi "2' nashpi, gdy w przestrzenS przeksztaicimy bag
1

|+>,| —> w taki sposobze wspoétrzdne (Ezj wszystkich spinoréw z przestrzefi zmieng sie zgodnie ze

wzorem

PR LA ]
& 0 o'z)\&

e

Jezeli wiec na przyktad w roli transformowanego biernie Wekt|oj ,m> wystapi wektor pokrywajcy

sie z wektorem starej baz|yl-> (czyli | = % M=), to jego wspotrzdne przed "obrotem” bazy & map

.a a
1 IE 1 i—

posta ( j , @ po "obrocie" zmienisic w € _Qg ( j —|e? , czyli
0 0 e 5 0 0

Stad

[N
O
L NY™

D;%(a,o,O) =€,
Podobnie

[im) =24 = -) o) +€ 77|’
czyli

DL, (@0,0=0 Di_,(a,00=¢e"

Zbadajmy teraz osobno obrdf3". Krecimy baz T ], K wokét osi "y' o kt [ i wraz z tym

transformug sic wektory bazow<++> i |—> w S, przechodzc w| +>’ i |—>'. Po tym zabiegu

[um) =|+) = 104) + 00 = &) + &)

gdzie

(&) el
&) \-sinZ co)\0) \-sing)’
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czyli

4= sé . [ _ ré _ [
[+)=cod| ) - sif]-)’
CO 0znaczaze
D?,(0,5,0) = cost, D;_, (0,3,0) = — sinZ
2'2 22
i podobnie zmiana wspokdnych spinore*tl , —%> = | —> przy takim obrocie wyrazi siwzorem

I
’

=)= 00) +10-) = &+) +&|-)

gdzie
(gﬂ'j _ ( cos’ sin‘—j)((ﬁ _ (sinéj
&) \-sinf cosi coss)’
czyli
=) =sinf]+) + cod|-)
a wiec

D}, ,(0,80)=sinj, D2 _,(0,5,0)=cos.

11
22

Wida¢ std, ze macierzely1 s transponowane w stosunku do odpowiednich macierzy
Teraz wykonajmy bierny obrot Eule(a, 5,0) na stani#% , m>. Obracamy o # a

[.m)= ¥ 0,0 (2,0,0)3,m1)

ateraz o kt [3, czyli

n

|%,m’>’ =Z D ¢ (0.5,0)%,n") .

I

Spinory|%,m’> to spinory bazy "obroconej" & w taki sposob, aby baﬂé, I k wykonata obrét

n

e

Spinory|%,m"> to baza wS po tym, jak bazzf, ], k po obrocie @ wykonata obrot 5"
Mamy wiec

[3.m) =Y Di,(a,0,0)D} 4 (0,8,0}3 ) .

m',nt'
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Widaé juz, ze dla petnej transformadia, 53, y) bedziemy mieli

| > z m(aﬂy)|21 >
gdzie

m(aﬂy)—zD;%, (¢,0,0D%, . (0,3,0)D; (0,0, )

a przez|%,m’> oznaczyimy baz w S, jaka mamy po wykonaniu obroto§a, 5, ) baz i , ], K. Std
petna macierD: 2 (@, B, ¥) ma posta

Jeszcze jedna uwaga na temat wersiji czynnej obrotu:
Ol j,m) = Z o @.B.y) J.m).

Jezeli | j,m) oznaczaj stany wiasne orbitalnego momentdp, to mana napisa
(XA jmp =3 Dhw (@ By XH 1) =3 Qo @ LY Yo €4).

Obydwie strony tej réwnii to funkcja falowa stanu, ktéremu przed czynnyhréaeniem obiektu
fizycznego odpowiadata funkcja kulis¥ (6, @) = <7(| I m> .

ZADANIE

Oblicz mamerzD1 (@, B, ). Przeprowatl to rozumowanie w wersji czynnej.

Rozwiazanie:
R -1
Qim=> D.(@By L) m=10-1

m=1

Z drugiej strony
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1D =[5 23 -2)

(tam, gdzie nie grozi to nieporozumieniem, opusatzanaki mnaenia tensorowego)
O|l]> O(|2’2 2’2) q2'2>Dq2’2>

(wspoinym symbolerré oznaczylimy tu reprezentantow tej samej transformacji grugjomw dwéch rénych
przestrzeniach, co nie grzeszy nadmiarem elegancji)

PILIMERUNED I MERLD

ZD Dfm|2, )al,nt)

= 01044+ Df0f (1174« o]0 1)
: D;l 19+42D;,D; ,[1Q+D; D} 1~}
= D11,1 1,0| L Q*‘ Dll,—1| 1- ;t

Mozemy wkcC napisa pierwszy wiersz szukanej maciera{fmm:
i(a+y) §E _\/_ ia Sé nz_i i(a-y) a2 B
€ cos 3, 2e“cos; sin;, € sin® 5
CO czsto zapisuje giw postaci

1 ’ 1 ... 1 .-
Ze@(1+cosB) -—=€"sing, =€ (1-cosB)
, (1+cosB) > 2= (1-cosB)

Pozostale dwa wiersze otrzymamy w postaci

1 .. 1 -, .
—€e”sing, Co<p, -—e"’sing,
7 V4 B N 4

1 o 1 1

Ze @ N (1-cosB), —e"sing, Ze @) (14 cosB).
> ( ) N 4 > ( )

Z powyzszego przyktadu wida ze znajc macierz funkcyja thynb(a',,é’,y) i potrzebne

wspotczynniki Clebscha—Gordana, @ obliczy "wyzsze" macierze D,Llynb(a,,é’, y). W praktyce
korzystamy jednak z tablic. Nale jednak zawsze sprawdzazywam w danym podgczniku konwengj, a w
szczegOInéci:

* czy we Wzorzeé| Js m> Z m| Js m) sumowane jest po drugim (jak u nas) czy po pieymsz

wskazniku,
* czy katy Eulera oznaczajobroty wokoét 0siz, Y,z (jak u nas i w wikszaci podrcznikow), czy

wokoét z, X, 2.

ZADANIE (wazne!)

Trzy obiekty:
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obracane czynnie zachowsgie tak, jak czynnie obracane wektd?y I K . Dlatego méwi s, ze stany
o momencie gdu | =1 zachowuj si¢ jak wektory.
Nalezy poda& program dowodu powgzego stwierdzenia i zrealizotvgo dla szczeg6lnych obrotéw,

np.(a,0,0), (0,5,0).

Rozwigazanie:

Og6Iny dowdd wygldatby tak:
Korzystapc ze wzoru

6L 11
910 |=| Dh.@By) | [0

Oj1-3 29

i z definicji obiektow | ,J , K , dowiadujemy si, jak transformuj sic te obiekty

s

O
299
11
O
NG —y

Niezaleznie od tego mina sprawddi, jaka jest macierf)' we wzorze

O
1

O!

>
|
NL—4 =

(gdzie Wektoryr, ], Kk 51 zwyktymi wersorami bazowymi), jeli dokonujemy trzech czynnych obrotéw o

katy (a,f3,)), osobno na wektorzel , albo na j, albo na K. R

Twierdzenie bhdzie udowodnione, jeli macierzeO i O' okaza sie : 0]
jednakowe.

Rozwamy wigc obrot(a,0,0) . Policzmy macier£D' .

=

(Uwaga! Wektoryr i I widoczne na rysunkuagu przedmiotem
transformacji czynnej, astobrot o dodatnidt @ wyglada tak, jak i

narysowano.) E\

Oi =i cosa -] sina,

-

[}
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Ok = k
czyli
Oi) (cosa -sing O[T
Oj | =|sine cor O ]|,
Ok 0 0 k
o) (#0(1d-[1-9)) (& o -H)( |y
0J | =|50(10+]1-9)|=0| % o k| [10
OK -0|1,0) 0 -1 oN1-)
H O o) (E 0 - 13
=l 0 d| oL0|=E 0 ) D | 1o
o -1 0)d1-) Lo -1 o0 11-1)
k0% s o
=% 0 & D: .(a,0,0) 0 0 1{
0 -1 0 -+ - 0\K
I
=| O, J|.
K
Obliczmy macierO:
+ 0 -%)(é" 0 0) 4 - 0] (cosa -sinr O
ﬁo% 0O 1 O 0 0 1|=|sina cos» 0[=0",
o -1 oo oe“)l-+ -0 Lo o0

c.b.d.o.

Dla obrotu(0,5,0) dostaniemy

cosf 0 sing
o= 0 1 0 |,
-sing 0 coB

podczas gdy odpowiednia macidtz przyjmie posta
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b

% 0 -%)z@+cosB) -4 sinB 3 L-coB ) £+ -5 O
5 0 5 +sing cosB ——% sig 0 0 1
0 -1 s(1-cosB) LsinB L+ coB \-% —5 O

=(po wymnaeniu)=0".

Podane w temacie zadania zzki miedzy obiektami|1,m> i wektorami F I K s zgodne z

konstrukcj czterowektorow bazowycﬂﬂ> z pocatku wyktadu. Mielsmy tam bowiem

H0x> =|a)|a,) +|a)a,),
H0y>: i(—|al>‘a2>+|a2>‘ai>),

o) =lay)ay) =|a.)|as).
Pamgtamy dalejze

) =|+). |az)=]-)

a take,ze
‘ai> = ‘az) opisuje "spin w g@f (| +>),
‘a2> =a,) opisuje "spin w do"|=)).

Sprawdzilsmy tez, ze w przypadku obrotow przestrzennych maciddzedziatapce na wspéhaine

(Elj oraz(fij s takie same.
& ¢

Mozemy wieC napiséa

o) =]+) > | >| > 11D-[1-13,
lo,)=i(H+)+)==)-) = =i(2D +[1-1),
|a,) = +) > | >| >— -V2|1,0

a to jw — z doktadnécia do normalizacji — s wektory | ,j, K wystpujace w temacie zadania. Warto
jednak pamita¢, ze obiektyHU> pochodz z przestrzeniS[] S, podczas gdy reprezentacji grupy obrotow

szukalimy w tym rozdziale w przestrzenia, SO S, SO SO S itd. (czyli bez udziatu przestrzer$).
Dopéki jednak tylko obracamy, tagstrzé S zachowuje &, jak S. Gdybymy natomiast chcieli

rozwazaé reprezentacje catej grupy Lorentza, nie mogliy juz utazsamig S= S.
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WSPOLRZEDNE KONTRAWARIANTNE |
KOWARIANTNE W PRZESTRZENI

Dodatek CZTEROWEKTOROW

CZASOPRZESTRZEN

Uktad inercjalny, zaopatrzony w zsynchronizowangazg g:sto ct
rozstawione w przestrzeni, pozwalaz#tamu punktowemadarzeniu
przypis& cztery liczby okrélajace jego czas i miejsck X,VY,Z.
Wszystkie zdarzenia wypetnigprzestrzé wektorowg
(czterowymiarow) zwam przestrzenia MinkowskiegolC. Graficzny

obraz przestrzeni Minkowskiego, to umowny diagrénak miejsca na /

v

czwarty wymiar, w¢c na rysunku kasujeesjeden albo i dwa z
wymiaréw przestrzennych) zawiegay prostopadte do siebie$ ozasu
(skalowana zmiennCt) oraz zwykte osieX, Y,z (a doktadniej jedn

lub dwie z nich).

Cxo

ct linia Historia ruchu obiektu punktowego opisana jest w
przestrzeni Minkowskiego linj tzw. lini g $wiata, ztozom z tych
zdarzd, ktdre obiekt podczas ruchu kolejno ,odwiedzit”.

W czterowymiarowej przestrzeni Minkowskiego remy
wprowadzt¢ baz. Pocatkiem uktadu odniesienia jest zdarzenie

lezace u zbiegu wszystkich czterech d3tterowektor bazowyéx

wyznaczony jest przez to
> zdarzenie i przez drugie,
réwnoczesne z nim, "mgje
miejsce" w przestrzeni
@ tréjwymiarowej w punkcie o
wspbtrzdnych x,0,0. Jest to
w tym przypadku zwykty
wektor przesunricia
przestrzennega¢zacy dwa rownoczesne zdarzenia odleghg oDzielkc
ten wektor przesuetia przez liczh X (o wymiarze diugéci) dostajemy
bezwymiarowy wektor bazow, . Podobnie zdefiniowane pozostate

przestrzenne czterowektory bazoé)e i & . Czterowektor czasow@

Swiata

wyznaczony jest przez to samo ,wspolne” zdarzedieigie, ktére w
sensie przestrzennym jest tam, gdzie to wspélnesensie czasowym ,dziejessio czast pézniej
(odpowiedni wektor ,przesugtia w czasie” dzielimy przet otrzymupc é[ ). W rachunkach wygodnie jest

ponumerowa wspoétrzdne i czterowektory bazowe. Zamiast wspédireych Ct, X, Y, 2 napiszemy wic

odpowiednio X°, X', X, X* a czterowektory bazowe oznaczymy kolejép; &, &, oraz .

10 powszechnieaywany w polskiej literaturze termin ,zdarzenie” jedwnie zgrabny, co nietrafny. W ramach
fizyki klasycznej (czyli nie-kwantowej) nima sobie bowiem wyobrazsytuacg polegajca na tym,ze w

danym punkcieX i chwili t nie ma niczego i nic sinie dzieje, czyli nie ma zdarzenia. Ci, ktorzy siajkie
watpliwosci, lubia uzywac¢ okresleniapunktochwila, ktére — chocia wysoce nieestetyczne — lepiej oddaje
istotg rzeczy.

87



3
CzterowektorX wskazujcy dowolne zdarzenie zapiszemy jako kombiadiojowa X = Z x‘e = X'%g
H=0
3
(opuszczanie znaku sumowanE jest w rachunkach relatywistycznych powszechnigjptym zwyczajem,
u=0
a o konieczné&ci sumowania sygnalizuje wsk@ik powtarzajcy sk na dwéch rénych poziomach).

W tych oznaczeniach nasgzczeglla transformagj Lorentza zapiszemy wzorami

e

Xz 2 z(xl—\éx),
e

XZI:XZ,

x*'= x>,

Wypisana tu transformacja wspaidnych zdarzenia opisanego czterowektorgrjest skutkiem zmiany
bazy w przestrzeni Minkowskiego (czyli zmiany irjainego uktadu odniesienia - rozigany dwa inercjalne

uktady odniesienia, ktorych pagtki mijaja si¢ w chwili zero). Tak wic od czterowektorové,, €, &,, &,
przechodzimy do czterowektoro®, , €., &,, €. Zmiana wspotradnych jest jak widaopisana
przeksztatlceniem liniowym

x* = A, %P (sumowanie pqo od zera do trzedf), czyli

XO‘ Ao‘o AOIJ_ A? Iz A? '3 X0 X0
Xl' _ Al‘o Alll /& ‘2 A 2 Xl _ Xl
XZ‘ B Az‘o Azlj_ Azlz /&'3 X2 - X2 '
XS‘ Aslo ASI;L A3 Iz N ‘3 X3 X3

skad mazemy odtworzy zwiazki miedzy starymi i nowymi czterowektorami bazowymi. Mabgwiem
x=gx' =% X="g A, %

Z czego wynikaze
é =8, A, (z sumowaniem pgu').

Warto podkréli¢, ze petny zbidr wszystkich mibwych macierzy A, reprezentujcych wszystkie
mozliwe transformacje Lorentza, odpowiada wszystkimopainercjalnych uktadow odniesienia, ktérych

11 Stosujemy konwenej zgodnie z ktay gdziekolwiek w jednym czynniku wygiuje para identycznych
wskaznikéw na dwoch rénych poziomach, tam naferozumie obecné¢ sumowania od zera do trzech).
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pocztki mijaja sie w pewnej punktochwili i ktérych zegary, ustawiomgych pocatkach, w chwili mijania
pokazuj godzire zero.

Umawiamy s, ze A“, (prim przy dolnym wskaniku!) oznacza elemeng, 4' macierzy odwrotnej do

tej, ktéra wystpuje we wzorze transformacyjnym dla wspétlaych X*, czyli

Ay A A A (A A A, A,
Ay AL A A, Ay AL A, A
Ay M Ky K| | A A K, K
Ay A A, A A, AN, A

=A™

Tak wiec A, jest eIementen(,u',V) macierzy A, A’ jest elementenﬂa,p') macierzy A,
A,”' jest eIementen(V,,u') macierzy A" (czyli A¥, = Af") i w koncu Ap.g jest eIementen(,O',U)

macierzy(A‘l)T (czyli A’ = A7)

o)
ZADANIE
. . oxH
Warto sprawdd, ze A,” (= A”V) = X gdzie pochodna gstkowa rozumiana jest w sensie
ustalenia trzech pozostatych starych wspgdtrgch .

Przyjawszy talky konwencg mozemy napisé:

é = AQT' K'ﬂ : élu Np‘ = A%’ ng Kp' = Agdlu‘p‘ = AF.

U’

W zapisie macierzowym wygdlatoby to tak:

Ay Ar Ry Ay
Ay Ay Ay A
Ay A A Ks
Ay A A, A

W relatywistycznych rachunkach zapisu macierzowsgctosuje i (nie ma zwyczaju). Tak wt
zamiast tablic liczb i kolumn liczb lub wektorévostijiemy przytoczony wej sposéb zapisu z dostgrym
sumowaniem po powtarzgjych sé wskaznikach. Nizej docenimy jego zalety.

lloczynem tensorowym dwadch przestrzeni Minkowskiezgopatrzonych wddlace swoimi kopiami

bazy zupeined,, &, &, &,, nazywamy rzeczywistprzestrzé wektorow, ztozong z wszystkich meliwych
16-sktadnikowych kombinacji liniowych

a= (éﬂ O Aq) &Y (podwdjne sumowanie!)
zwanych tensorami drugiegogdu (wektory § tensorami pierwszegogau).

Zmiana inercjalnego uktadu odniesienia jpagei za sol automatycznie zmigrbaz w obydwu

czynnikach iloczynu tensorowego. Latwadstvyprowadz, ze wspétrzdne a*” tensoraé transformuy sig
wg przepisu
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a"’ = N, A& (Podwojne sumowanie. Zauivay, ze symbole/d, V' s tu traktowane jako
znaki r&niace sg od znakéwy, V. W relatywistycznych rachunkachesto
stosuje g taki zapis.).

Tensorem niezmienniczym wzglem danej grupy przeksztatckniowych (tu interesuje nas tylko grupa

Lorentza) nazywamy taki tensd} , ktérego wspétadne nie ulegajzmianie na skutek transformaési.
Bezparednim rachunkiem sprawdzanig przytoczona na pogtku szczegolna transformacja Lorentza
nie zmienia macierzy wspokdnych tensora o wspotrzdnych

10 0 0
0 -1 0 0
(=

"Gy o -1 o
00 0 -

Okazuje st,ze dowolna transformacja Lorentza rowmie zmienia tej macierzy wspéganych.
Aby sie o tym przekon& musimy gwiadomi sobie,ze dowolna transformacja z rozireaej tu grupy jest
zlozeniem szczegolnej transformacji pokazanej napisti dwoch ranych obrotéw tréjwymiarowe] egci
bazy w kolejnéci: obrét, transformacja szczegélna, inny obréangformacja ogélna #ai sic bowiem od
szczegOlnej tymze prdkos¢ wzgledna obydwu uktadéw inercjalnych m@mie dowolny kierunek, a tade
dowolne mae by wzgledne (kitowe) utazenie przestrzenne obydwu uktadéw odniesieniaaBtejec przed
konieczndcia wykonania dowolnej transformacji Lorentzaamy najpierw obrécitréjwymiarowy uktad
odniesienia tak, abysoX skierowata s w strore zamierzonej pdkosci wzglednej, nasgpnie posta ten ukiad
w strore jego osiX zzadana szybkgia, a na kéicu obrécé ruchomy ju ukiad tak, aby jego osie wskazaty
wihasciwe, nowe kierunki. Macierz dowolnej transformgept wic iloczynem trzech macierzy:

L =0 0
1 0 0 0% % 1 0 0 O
A= 0 a, a, a; _% ~ 1V2 0 0/0 By B. B
0 ay ap Op| e Vo 0 B B Bl
0 ay 0p 0 0 0 1040 Ba P B
0 0O 01

w ktérych minory trzeciego stopni@ i [ 3 ortogonalnymi macierzami wspomnianychejyobrotow.

Warto sprawdzi niezmienniczé&¢ wspoétrzdnych tensora@ wzglkdem takiej transformaciji.

Jak wiemy, znana ze szkoly bezwaiiia warté¢ wektora jest niezmiennikiem dowolnych
przekszatataeortogonalnych (obrotéw). Stawiamy sobie gpsaface zadanie: sprébujemy skojaézy
czterowektorem wielké liczbowa, ktéra bytaby niezmiennikiem wzglem dowolnej transformacji Lorentza.

Zauwamy, ze macierze transformacji Lorentza niens ogoét ortogonalne (wyivszy szczegdlne
transformacje Lorentza sprowadzzg st do obrotow 3-przestrzeni, takie jak te dwie skeajmacierze w
poprzednim wzorze). Wynika z teg@ niezmiennikiem tym zapewne niedzie suma kwadratéw

bef (e +bef +bef.

12Na przyktad tensorem niezmienniczym wigm przeksztat@eortogonalnych w przestrzeni trojwymiarowe;j
jest tensor, ktérego macierz wsp@binych jest macierzjednostkow. Transformacje Lorentza nie s
reprezentowane macierzami ortogonalnymi (wartovegza na przyktadzie naszej szczeg6lnej transformaciji
Lorentza) i dlatego tensor niezmienniczghbie miat inra macierz wspohadnych.
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Aby wyprowadzt poszukiwany niezmiennik zafundujemy sobie w przesti Minkowskiego drug
(konkurencyjm) baz numerowan gérnymi wskanikami i zdefiniowan nas¢pujaco:

€/ =g""€ (sumowanie po).

Jak tatwo stwierd#, €° =&,, & =-& dak=123.

Nowa baza réni sie wiec od starej tylko zwrotami przestrzennych wektotiazowych. Wspétrane
czterowektorow wzgldem nowej bazy oznaczymy symbolabq; i nazwiemywspotrzednymi
kowarianntnymi (w odré&nieniu odwspotrzednych kontrawariantnych X*). Dla dowolnego czrterowektora
mamy wec:

X=X ="¥x.

Korzystajc z tego zwizku wyprowadzamy formalivelacg miedzy wspotrzdnymi obydwu rodzajéw:

ex'=¥x=d¢"ex="gxY, czi

U= u
X =x,g*.

Przedstawiomtu operagj nazywamy ,podnoszeniem wskaka”: wspétrzdnym X, podnosimy

wskaznik postuguic sk wspotrzdnymi ,gérnymi” tensorag .

Obydwie wprowadzone tu bazy se soh ,sztywno zwazane”: jedna réni sig od drugiej tylko tymze
zwroty wersorOw przestrzennych grzeciwne. Mana wic powiedzi€, ze w sensie wyboru inercjalnego
uktadu odniesienia odpowiadapne temu samemu uktadowi, tylko przepis na oblieza/spétrzednych
przestrzennych jest inny (przeciwne znaki). Zmismeacjalnego uktadu odniesienia jest rownameazmianie
obydwu baz tak, aby relacja ¢dizy nimi byta zachowana. W sensie formalnym nienmiezai¢ tej relacji

gwarantowana jest przez niezmiennigzespotradnych tensoraf) .

ZADANIE

Jak transformuj sic kowariantne wspoétezine X, czterowektorow przy zmianie ukladu odniesienia?

Rozwigzanie:

Wspétrzdne ko- i kontrawiariantne czterowektora spetpiajacg X = X, g‘W . Jak wynika z
powyzszej dyskusji, po zmianie bazy (obydwu baz) relagigdzy wspotrzdnymi ko- i kontrawariantnymi
musi by taka sama, czylk = X, g’* 13 Jeeli wiec uda st przedstawd wspotrzdne X* jako sume

(Coé)y. g”*# ito cos” bedzie wyraone jako kombinacja starych wspajnych kowariantnychX , , to
rozwiazemy nasze zadanie.

X”':Aﬂlpxu:Nlﬂ)%gw: Kix @0 = Kox & D A= "A "D % x4

13 Wiemy juz, ze g*" = g
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= 9%, Ay =x.d".
Tak wiec wspotrzdne kowariantne czterowektoréw transformsig wg wzoru:
X, =X, Ay
Wynika z tegoze nowe czterowektory bazow@’ ' wyrazaja sie przez stare” zaleznoscia
& =AN¥,
bo tylko wtedy X = &', .

Tensorowié odpowiadaj w bazie€” [J & wspotrzdne g, - tatwo pokazé, ze macierz

wspotrzdnych O jest identyczna z macierzg"" :
=(6.08) ¢ =(60°g- (0} (8 (8 )e
(00¢)-(209-(e0 - (0" h=(v0 "} 0
Kowariantne wspotraine g, tensoraé pozwalaj na sformutowanie operacji ,obi@nia wskanika”.

Wychodzimy od zwizku X* = X, g* i staramy si go rozwikta wzglkdem X, . Mnozymy obustronnie (z

sumowaniem) przeg,,
X’ug,ua = Xp gﬂ gza = )25;)‘7 = )é
Do ,obnizania wskanika” stuza wigc wspotrzdne g o

— yH
X, =X gw.

Warto zauwayé¢, ze technika podnoszenia i obania wskanika jest wygodna. Powtorzmy na przyktad
wyprowadzenie wzoru transformacyjnego dla wsp@hg/ch kowariantnych. Zaczynamy o = A u X

obnizamy wskaniki mnozac obustronnie przeg,,
Xa‘ = Xﬂ' g/.(‘a' = 91'0‘ Al'ﬂdﬂp)ez g‘a' A‘/1 g/] gj 6)(: AU ;90 @ /]X: DA Ax

Oczekiwalsmy wyniku X, = X, A, w tym miejscu ujawniajsie zalety zapisu i rachunku ,ha

wskaznikach” zamiast z tyciem tablicowego zapisu macierzy. W2y, = A,.A X, zapisany macierzowo

przyjmuje bowiem posta
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Xl _(a1)T| %
Xy _(Al) X, |
Xg X

podczas gdy wzoK . = X, A jest ,wskanikowym” zapisem relacji macierzowej

(%o 0 % %) = (30 %0 % X[ A,

czyli jest w petni réwnowzny poprzedniemu.

ZADANIE
%S X

(ustalone trzy nowe wspotdne, oproczx” ) a take, ze A, = —%

d(//

Udowodnij,ze AY, =—

(ustalone trzy z czterech starych wspédirzych).

Wyprowadzone wigej reguty transformowaniaesivspotrzdnych kowariantnych i kontrawariantnych
mozna tatwo uogolrd na wspotrzdne tensoréw dowolnegoegdu. Na przyktad sktadowt™ tensora

trzeciego rzdu t2 przy zmianie inercjalnego uktadu odniesienia pgdjetransformacji:
1PV = A7, Aﬂ'ﬁ le =

podczas gdy sk+adowb”,gy tego samego tensora podleg@pnsformacji
t = A AR

(warto zastanowisie, do jakiej bazy w przestrzed 0 M [0 M odnosa sic wspotrzdne t% | a do jakiej
wspétrzdnet?s") .

ZADANIE

Nalezy udowodné, ze dla dowolnych dwoch czterowektorddv i b oraz dowolnego tensota 0

wspotrzdnych kowarianntnychi,; wyrazenie a“b"t,, = a bt = & B 1" itd. jest niezmiennikiem

dowolnej transformacji Lorentza, czyli jest liezliktorej warté¢ nie zmienia si przy zmianie uktadu
inercjalnego.

Rozwigzanie:

a’b’t,, = A, RVATA &b Y= A A K A ahp=03,0 fa'lt= ‘a’ht
c.b.d.o.

Powyzsze rozwaania tatwo jest uog6lai Wynika z nich na przyktade wyraenie a”bﬁtaﬁy (dla

y =01,2,3) jest kompletem czterech wspaidnych kowariantnych pewnego czterowektora, itd.

Rozwamy liczbe bedaca niezmiennikiem transformacji Lorentza, zbudowardwéch wektoréw i
tensora niezmienniczego:
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a’t’g,=dB-db- £46- dB= abh g = &b ab ab &b

Dzigki niezmienniczéci wspétrzdnych tensoraé, ksztatt zalenaosci tej liczby od nowych i starych
wspotrzdnych obydwu wektoréw jest taki sam. Podgpbazbe (niezmiennik) maemy zbudowé z dwdéch
wektorow & :

a'a g, =(a) -(d) - () -(a) =(4) -( 8 -( &) -( &)

Widzimy wiec, ze niezmiennicz wzgledem transformacji Lorentza ,waitia bezwzgédna

2L - . L
czterowektora” jest wytgenie (a°) - |6\|2 Takimi wianie wyrazeniami g interwat czasoprzestrzenny

£ = (05°) - o %

i kwadrat masy spoczynkowej obiektu

my’ =(") -[®"

ZADANIE

Niech liczbowa funkcjaf (X) bedzie niezmiennikiem wzgtlem transformacji Lorentza (gdzk

oznacza potzenie w przestrzeni Minkowskiego). Udowodrig (1 =01,2,3) stanowi komplet

KM
czterech sktadowych kowariantnych (kowariantnyg@yvnego czterowektora.
V%

078

v

Sprébuj okréli¢ charakter wyrzen:

0"(x)
KM

(rézniczkowana jest czterowektorowa funkcja

czteropotaenia X), (tu — suma pqu ) i innych podobnych.

UWAGA!

Przedstawilimy bierna interpretacj ¢ transformacji Lorentza, czyli skutki zmiany uktaihercjalnego.
Ta interpretacja zakladae jedynymi obiektami, ktére zmieniggie w tym przypadku, sczterowektory
bazowe, w wyniku czego zmienaagie wspotrzdne wszystkich obiektow (oprécz wadtoniezmiennikow —
skalaréw, ktore ginie zmieniag).

Transformacje Lorentza mpoa jednak réwniezinterpretowé czynnie W ramach tego podajia nie
zmieniamy ukfadu odniesienia, tylko zmieniamy wspgne obiektow (czyli zmieniamy obiekty). Na przyktad

czterowektorX przed transformagj ktéry ma wzgtdem bazy{ éﬂ} sktadoweXx” , przechodzi w wyniku

transformacji czynnej w nowy czterowektbrX (L jest odpowiednim operatorem dziaym w przestrzeni

czterowektoréw!) o sktadowychx” = ALY Oczywicie macierzA jest reprezentagjoperatoral. .
Zapis transformacji czynnej stwarza pevestetycza niedogodné polegajca na tym,ze wspotrzdne

XH nowego czterowektorh X odnosa sic do tej samej bazy, co wsp&idne X nieprzeksztatconego
czterowektoraX . Tak wic zapisujc transformagj czynm musimy przyjé, ze €, = €, dla 4= fI'.
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SKLADANIE

Dodatek '
MOMENTOW P EDU

Rozwamy dwie przestrzenie Hilbertd i B oraz dziatajce w nich operatory momentiggu jlx s i

J 2, ktérych skladowe powinny spetdianane reguty komutaciji.

Tworzymy przestrze& AL B i w niej definiujemy operatoryj = jl+ 32, czyli operatory

tatwo pokazé, ze operatoryj s operatorami

A

i
‘Jx = j1>< + jZX' jy = j1y + ij’ jz = j1z+ ‘]22'

momentu pdu.

TWIERDZENIE:

Operatoryjlz, j22 jlz i jzz komutup kazdy z kezdym. Dowdd jest trywialny.

Z twierdzenia wynikaze w przestrzeniA [ B musi istni¢ komplet wspolnych wektoréw wiasnych

tych czterech operatorowa $o oczywicie stan){ jl,ml> O | j2,m2>E | > Mamy bowiem

Jak wiemy, operatoryjl2 i jlz s zdegenerowane: kdej wart@ci wlasnej jl odpowiada(Zjl +])
wymiarowa podprzestragprzestrzeniA, w ktorej wszystkie wektoryaswektorami wlasnymij 12 do tej samej
wartcsci wlasnej jl(J .t 1). Dopiero dadczenie komutujcego z j12 operatoraj1Z usuwa degeneragcjwe
wspomnianej podprzestrzeni operatsa_r[Z wybiera jednoznac:zni(éZjl +]) swoich wektoréw whasnych do

wartdici wiasnychm, = =, ..., |;. Podobnie jest z p@loperator(’)wjz2 [ jzz w przestrzenB.

ZADANIE

Czy operatorj 1, jest zdegenerowany w przestrzeh? Jeeli tak, to co usuwagtdegeneragf?

Ustalamy wartéci wiasne operatorowd? i J2: jl(jl + 1), 12(1 ,+ 1) . Tym samym w A
wybralismy (2j1 + ZI) wymiarows podprzestrzg a w B (2j2 + ZI) wymiarowg podprzestrze W przestrzeni
A0 B wybralismy wiec (2jl +]) (2] ) +]) wymiarowg podprzestrze Wszystkie wektory tej podprzes-
trzeni g wspolnymi wektorami wtasnymi operatoré@f i jzz do wartdci wkasnych odpowiedniojl(j .t 1)

oraz jz(j ,t 1) . Omawiana podprzestizenoze by¢ oczywicie nap¢ta na wspomnianych visgj wektorach

| iy,my) O j,,m,) dia
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M= =y by
M, ==z ]2

bedacych wspolnymi wektorami wtasnymi operator(’)\@f, JZZ, jlz i jzz. Komplet tych wektoréw
nazwiemy star baz.

TWIERDZENIE:

Nastpujaca czwdrka operatorow komutuje gy z kazdym): jz, jzz , J? , jz, gdzie J= jl + 32

(na przyktad jz = jlz + jzz) jest operatorem momentwqu, czyli jego skiadowe spetniapdpowiednid
reguty komutacji. Dowdd jest trywialny.

TWIERDZENIE:

Operatory Jz i jz dziatap wewratrz (2j1+]) (2j2 +]) wymiarowej przestrzeni nagej nal
stanacﬂ j.m;) 0 | jm,).

Dla operatoraj , dowod jest trywialny, bo wszystkie wektory w tejzpstrzeni s jego wektorami
whlasnymi.

Dla operatora J? sprawa & Wwyjasnia po jego przedstawieniu w  postaci
jz:jf+jzz +2\jlZ jzz +(j1+jz— + j} jB). Definicje i wiasndci operatoréwj+ [ j_ mozna znaléc we
wstawce, kilkadziest wierszy dalej.

Z powyzszych dwoch twierdzewynika, ze w wybranej wczaniej przestrzeni degeneracji operatorow
j12 i j22 musi istni¢ komplet (2j1 +ZI) (2j2 +ZI) wspolnych stanéw wiasnych operatoréi/f, j22 Jz,
J , . Ten komplet wektorow nazwiemy newaz.

W wybranej przestrzeni degeneracji mamy jadra baz zlozom z wektorc')w| jl,ml> I:I| j2,m2>.
Baza ta przypisana jest operatoroiﬁ, j22 jlz i jzz. Teraz wybraimy inmy czworlke operator(’)wjf,
jzz jz, jz, ktére wybion inng baz w omawianej podprzestrzeni (a doktadniej: ope;até:? i jz w inny
sposo6b usundegeneragj pozostawion przez operatoryjl2 i j22 po ustaleniu ich dwéch wagm whlasnych,

niz uczynity to operatoryj1Z [ jzz).

Wstawka (dotyczy dowolnego operatora momengdyn)

OPERATORY PODNOSZENIA | OPUSZCZANIA
RZUTU MOMENTU P EDU:

J,=3,+i), orazd_=J,-1J,.

£

Operatory, ktére zdefiniowane w tytule, petna role pomocnicz w dowodzeniu twierdze
o

Korzystapc z regut komutacyjnych dla sktadowych momentdipmazna pokazé, ze
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33 im) = i(i+93.|im),
3,03, im)=(meD 3 jm,
32(3.] jm) = i(i+Dd] jm,
3,(3.im)=(mD03 jn

Operatoryj+ i j_ Zmieniaj norme stanu| j,m}. Sprawdzimy to dlaj_:

(3 im) =(im(3) 3 im=(im3-"F+"9 i

(i, mIJ(J+1) m*+m j,m = j(j+1)- m(m-D
bo| ] ,m} jest unormowany. Tak W& mazemy napisé

1
Ji(i +)-m(m-9

j_| j,m} =| j,m—l}. «  unormowany

Podobnie ména pokazé, ze

Jlim=yi(i+)-mm+D| jm+ 3.

Z wyprowadzonych wzoréw wynika w szczegd@loip ze
Jiiy=d-]i-i)=0,

czyli ze operator j_ i j dzialap wewratrz podprzestrzeni nagej na wektorach|j,m) dla
y p y + I:8 podp age) J

m=-j,..., J.

Szukamy wspoélnych stanéw wiasnych operatorcﬁ/ﬁ, j22 J 2, jz zawartych w przestrzeni
degeneraciji operator(’)vjf i 322 do wybranych wartei wiasnych jl(j1 + 1) i jz(j , T 1) . Pierwszy z tych

stanéw odgadniemy:edzie nim jeden ze standw starej ba|zj/1',jl> I:I|j 2] 2>, ktory okazuje ®i rowniez
jednym ze stanéw nowej bazy. Sprawiy to.

i) Ol =G.+i i 4 20 4 2
4 operatoremj 2 jest trudniej:

35 1) 0ipd ) =T+ 3 ) i i) Oi 2 )
[32+32+23,3,+(3 %+ 1 9)] & bO[ i i
[+ D) +i,G,+D+3 ]+ 0 4 90 4 )
=(+i)io+i* D o O 4 -
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Sprawdzilsmy wiec, ze stan| jl,j1> a |j o) 2> jest wspolnym stanem wiasnym operatoré\ﬁ, j
J2, j do wartdci wiasnych odpowiednid, (j, +1), j,(J, +1), (J; + J,)(J, + ], +1), j, + ],. Stany
te zapisujemy zwykl%ajl, I24] ,m> albo w skrome*j m> W naszym przypadkg = |, + j,, M= j; + |,.
Operatory J i J_ dziatah wewratrz rozwaanej podprzestrzeni napej na wspdlnych stanach
whasnych operatorow]z, J 22 JziJ , (nie wyprowadzaj poza ¢ przestrzé), co tatwo sprawdzi (por.

Wstawka na str. 80). Dziatgj operatoremJ_ na stan| Jisdosd1F] 2 1] 2>, dostaniemy wic seri
2(j, + J,) +1 stan6w @cznie z tym pierwszym):

i donda*i o 24 o)
i doda#i o 1% 2=,
|j11j2’j1+j 2= ( 1% 2)>

w postaci kombinacji liniowych stanéw starej ba#ujy,mﬁ O | j2,m2>.
Obliczymy te stany dig, =1, j, =5.

[1m)=[2.3) =[1.1]3.3).

Dziatamy operatoremi _

BE-2013.4) =v2- 01013 3)+ 33 -30-4) | 143 -3),

2= (2L0f2.)+ Stk -

Dziatajac jeszcze dwukrotnie operatoreﬁn_ , otrzymamy kolejne dwa stany
% )= 2 1>|2,2 ﬁlo%, 3)

3 —_

|5, )=[L-D/3.-

Wyliczylismy 2( j, + J,) +1 stanéw nowej bazy. Jest ich za mato,2{g, + j,) +1 jest mniejsze od
(2j,+1)(2], +1), czyli od liczby wymiaréw podprzestrzeni, w ktopacujemy. Szukamy reszty stanow.

czyli

I\le

Popatrzmy na nagzpodprzestrze z punktu widzenia operatoréz. Wszystkie wektory starej bazy s

przypadkowo wektorami wtasnymi operatoﬁq :

Jlim) jpm)y=(m+ m)  m| i m.
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Wida¢ sid, ze najwysza maliwa wartags¢ wkasna operatorai , W omawianej podprzestrzeni jest
(J, * ],) i moze by zrealizowana tylko na jeden sposbbl:,j1>|j 2] 2>.

Rozwamy teraz warté¢ wiasry jl + j2 -1 operatoraj , - Widat od razu dwa stany starej bazy:
| j1'j1_1>|:| |J 2’j 2>’ | jl’j1>|:||j 2'j 2_1>

(oraz wszystkie ich kombinacje liniowegdace wektorami wiasnymi operatorjiZ do tej wartéci wtasnej. W
omawianej podprzestrzeni mamyewidwuwymiarows podprzestrzé degeneraciji operatoré , do wart@ci
wiasnej j, + j, —1

Pokaemy,ze operatorj 2 jest w tej podprzestrzeni weetrzny. Wczéniej juz pokazakmy, ze

Feie a2+ (2% 1),
Wida¢ teraz,ze dowolna kombinacja Wektor(’)l/\jl,jl—l> I:I|j ) 2> i | jl,j1> I:I|j ) 2—1> pod

dziataniem operatoreﬁ2 przechodzi w inpkombinacg tych samych dwéch wektoréw.

Wynika std, ze operatorj % musi mig¢ w omawianej dwuwymiarowej podprzestrzeni kompidiaz
ztozom z dwdch swoich wektorow wiasnych. Jeden z tychtamiv potrafimy ju wyliczy¢:

|j1’jz’j1+jz1j 1+ 2—1>=0‘Ij N 1_]>j ! 9"':4 b )| J» 2_]>*

gdzie @ i [ to odpowiednie wspotczynniki Clebscha—Gordana.

tatwo znalé¢ wektor prostopadly do niego, naley do tej samej dwuwymiarowej podprzestrzeni.
Bedzie to oczywdcie wektor

| >= _A j1'j1_1>|j 2'j 2>+0|j 1aj 1>IJ zj 2_1>'
Z tego,ze w tej dwuwymiarowej podprzestrzeni masgtniet dwa prostopadte wspdélne wektory wtasne

operatoréwj2 i jz, wynika, ze powyszy wektor musi by wektorem wiasnym operatoré2 do jakie

wartaici wtasnej. Z wtasnéi widm operatorow momentuggu wynika, ze musi to by wartags¢ wlasna
odpowiadajca parametrowij réwnemu j, + j, —1 lub wigkszemu. Okze sk, ze kxdzie to =), + |, =1

co sprawdzimy, dziatag¢ operatoremj , ha wektod > Otrzymamy wektor zerowy, co rozstrzyga spgaw

Obliczmy na pocatek wspodiczynniki C—G @ i [5. Dziatapc operatorem j_ na stan

o o o a ja _ | b
Ji i 01] 5y »)s znajdujemy:a = | —=—, = |—=—, iteraz
b Ol ) Vietin© Viitis

3[R =i >+a|m i o 23]
JMZJJ =52 )

w2 (i) =i =i d M A

J"‘Jz

= |stan zerow)/, co mana tatwo pokaza
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Dostalémy wektor zerowy, co oznaczz
| > =| jl'jZ'j 1+j 2_1!j 1+j 2_1>-

Na wektor| > dziatamy zn6éw wielokrotnie operatoreaw_, otrzymupc "druga kolumre stanéw" nowe;j
bazy:

|j1|j2’j1+j 2=1) 1% 2_1>’
|j1|j2’j1+j ,— L) 1 H] 2_2>’

|'j1'j2’jl+j 2_17_0 1+j 2_1)>-

Kolejne kolumny stanéw dla coraz to mniejszych wénit parametru | budujemy podobnie. Na

przyktad rozpoczynag nastpma, trzech kolumrg stanow, bdziemy w trojwymiarowej podprzestrzeni neigj
na wektorach

|j11j1_2>|j21j 2>, |j1,j1_1>|j2,j 2_1>- |j11j1>|j21j 2_2>

szukali trzeciego wspdlnego wektora wiasnego opedat J? orazJ , do wartdci wtasnych odpowiednio:
"nieznanej" im= j, + j, — 2. Nieznany parametj okaze st réwny j, + j, —2, o czym przekonamy &i
dziatapc operatoremj+ na tak kombinacg liniowa trzech wymienionych wiej wektoréw, aby byta ona
prostopadta do ustanowionych wéaiej dwdch kombinacji liniowych: stanu trzeciegd goéry w pierwszej
kolumnie stanow nowej bazy{:j,m>=| j1+ j2,j1+j 2—2> i drugiego od gory w drugiej kolumnie:
[im) =]+, =Ly +i,- 2).

Symbole stanéw, ktérych szukamy, ustawi@ ciesto w tabed o ksztalcie trapezu, wypisig obok
siebie kolejne kolumny stanéw wedtug schematu:

i +iaiiti)
|j1+j2:j1+j2_1> |J 1+j 2_1,j 1+j 2_]>
litindi*i=2) it .-l H =2 | 4 ~3 A& 72

. |j1+j2_2’_(jl+j2_2)>
. |j1+j2_11_(j1+j2_1)>
| j1+j2’_(j 1+j 2)>
Podkrélono stan, ktérego poszukiwanie jest dyskutowanekécie poprzedzagym tabet.

Wypetnianie powyszej tabeli kdczymy po zamkriciu kolumny, dla ktorejj = |J1 —j2|, bo wtedy
akurat zgadza siiczba wymiarow (niechj1 > jz):

jitis

2. (2j+D=(2i,+2(3,+ ).

i=ii=ia
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Przy obliczaniu wspétczynnikbw C—G stosujemy dwienwencje, tzw. konwencje Condona—
Shortleya, ktére pozwolity na stablicowanie tyctpéezynnikow:

1. Biorac pierwiastki we wzorach na zmiamormalizacji wektorow pod dziataniem operator@y i

J . Wybieramy zawsze znak plus (wyemia pierwiastkowaneagu zawsze dodatnie).
2. Rozpoczynac nowg (powiedzmy — k+1-sz) kolumre stanéw, czyli budac wektor
| | ,m> = | h+i,—K,j,+] 2—k>, bierzemy go z takim znakiem, aby

<j1’j21j1+j 2_(( +1)1j 1+j 2_k pAy“ 1j zj 1+j 2_k 1j 1+j z_k >>0-

Wréémy teraz do przyktadu, gdzie skiadaly momenty pdu j=1 i j=3. Wyliczylismy

wspotczynniki C—G dla pierwszej kolumny standw. Sy teraz stanu
| j’m> =| j1+ j2_1'j1+j 2_1> =|%’%>1 czyli

i m)=l2.3.2) == Y00l 47 Znf: -3)

Znaki dobieramy z drugiej konwencji C—S:

aoks - Sasts 1 i ooty )7 Zis -] 2.

czyli trzeba wzi¢ dolne znaki:

Dziatamy operatoremi _, otrzymupc

1
2 m2) == 2edfs )+ Yol -

tatwo sprawddi, ze na tym koniec, poniewa

(2j1+])(2j2+]):(2ﬂ+])(2[-];—+1j =

3
2

Sze¢ znalezionych wektorow nowej bazy mma utazy¢ w tabet o ksztalcie trapezu

Nl Nlw
Nuggedt

~—

|
N[
-
Nl Nl
| N
-~
N~
~

Nlw Nlw Mo Nw

|
N
I

Kolumny tej tabeli odpowiadajdegeneracji wj -ach, a wiersze — Wi-ach.
Same wspotczynniki C—G zapisuje sv tabelach o tradycyjnym uktadzie rubryk:
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