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Podstawy mechaniki teoretycznej
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W tradycyjnym wykitadzie fizyki uniwersyteckiej meamka klasyczna jest dla
studentow pierwsgokazp do zakosztowania czystej fizyki teoretycznej.

Prawa fizyki radzace zjawiskami mechanicznymg kreslone w zupetnéci przez
zasady dynamiki Newtona i poznajemy je jw gimnazjum. Po przyfiu tych praw do
wiadomaci, konstruujemy mechangk teoretyczn, nie odwotugc sk juz do zadnych
dodwiadczé, w tym sensie,ze nie zadajemy Przyrodzieadnych nowych pyta
eksperymentalnych.

Mozna wkc spytd: w jakim celu
budujemy caly formalizm, ktéregc
prezentaciji péwigcone kedzie to
opracowanie? Odpowiedjest w zasadzie
banalna: czynimy tak dla wygody. Po pros
okazuje st, ze prawa mechaniki klasyczne
ujete (w sposéb catkowicie wyczerpay!)
w postaci trzech ,szkolnych” zasa
dynamiki, & w wigkszaci przypadkow
niewygodne w #yciu.

Jako przyktad rozwamy uklad
przedstawiony na rysunku. Réwnia 70 swobodnie (bez tarcia) sién po stole w
ptaszczynie rysunku, a walec, na ktéry nawita jest né, toczy s¢ po réwni bez oporéw i
bez pdlizgu. Gdy walec toczy siw doét, nawija na siebie &iréwnia przesuwa siw lewo, a
sprezyna jest naeigana. Déwiadczenie, ptyace z obcowania z przedmiotami, pozwala nam
zaledwie wyobraZi sobie,ze opisany ukiad dglizie wykonywat okresowe wahania. Jéstg
co prawda catkowicieswiadomi tego, ze ruch ukladu &dzie mana jednoznacznie
przewidzi€ na podstawie szkolnych zasad dynamiki Newtonanniej praktyczna realizacja
takiego zadania wydajegsna pierwszy rzut oka zadaniem trudnym, nawet wtgdy dobrze
rozumiemy te zasady. Aparat rachunkowy mechanikretycznej, ktory tu zreferujemy,
pozwala jednak — jak siprzekonamy — sprowadzto przyktadowe zadanie to banalnego
problemu jednowymiarowego oscylatora harmonicznétiry juz potrafi rozwaza srednio
uzdolniony maturzysta.

Prowadac przez wiele latéwiczenia z mechaniki klasycznej zdobytem pewne
doswiadczenie pozwalage mi wskazéa zagadnienia, ktérych zrozumienie sprawia studentom
szczegOlln trudnaé, a take dostrzec pewne rutynowe metodyczne usterki, paaf@e se
w niektoérych podgcznikach mechaniki. Dwiadczeniem tym kierowalem ¢sipiszic to
opracowanie, w ktérym starateny s sposéb mdiwie przystpny zaprezentowasam trzon
mechaniki klasycznej.

Zakltadam,ze Czytelnik posiada wiedzw zakresie tradycyjnego, szkolnego wyktadu
mechaniki Newtona.




. ZASADY DYNAMIKI NEWTONA

Niniejsza opracowanie przeznaczone jest dla stoderktorym trzy zasady dynamiki,
w ich klasycznym sformutowaniu,asznane. Niemniej zagbam do przeczytania tego
rozdziatu.

Przypomnimy sobie pegie uktadu odniesienia. Do naszych celéw najzupgini
wystarczy tradycyjne, wyniesione ze szkoly wydlerde uktadu odniesienia jako trzech
prostych, dostatecznie cienkich listew z naniesigodziatky liczbowa, pokczonych w
jednym punkcie pod dtami prostymi. Obiekty takie pozwalajw znany sposob na
odczytywanie wspotdnych wektoréw wodcych sledzacych obiekty punktowe. Rzut oka
na otaczajcy nasswiat przekonuje nasze mana wybrg nieskaczenie wiele rénych
uktadow odniesienia, z ktérych #@y pozwoli na przypisanie pobliskich nam obiektom
punktowym odpowiednich wektoréw wogtzch'.

Na razie wszystkie nmiiwe do wyobraenia uktady odniesienia wydajsic by¢
rownowane, ale na pierwszy rzut oka wigae opis d a n e g o obiektu fizycznegalhe
zalezat od uktadu odniesienia, z ktérego jest prowadzdak dodd rozwaylismy tylko jeden
atrybut obiektu punktowego: wektor wagy jego potaenia. Oznaczmy go symbolem.
Wektor wodacy danego obiektu punktowego zale oczywikcie od wyboru ukiadu
odniesienia, z ktérego obiekt obserwujemy. Progkycspozwala zorientowasie, ze midzy
wektorami wodzcymi 1 i ' obiektu punktowegd® , poprowadzonymi — odpowiednio — z
dwéch rénych uktadéw odniesienid i =', oraz wektorem wodzym R pocatku uktadu
2', opisanego z uktad® , zachodzi zwjzek

F=R+T7".

Zwiazek ten pozostaje w oderwaniu od kierunkow osi didde odniesienia: na razie
zaangaowalismy tylko pocatki tych uktadow.

R&zniczkujac ten zwizek obustronnie wzgtlem czasu otrzymujemy relacmiedzy
wektorami pedkosci obiektu P wzgledem obydwu uktadow odniesienia

V=V +V,

gdzieV niech oznacza pdkosé¢ pocatku uktadu = wzgledem uktaduz a symbolev i V'
opisup - odpowiednio - pgdkosci punktowego obiektu wzgllem uktaduz i 2.

Ten banalny zwizek w sposob cokolwiek nieoczekiwany staje gbdiem kiopotow,
jezeli dopucimy do tego, aby uklady i Z' obracaly si wzgldem siebie. Zakbtmy na
przyktad,ze pocatek ukladuZ' nie porusza siwzgledem ukladuZ (co jest maliwe przy

! Uktad odniesienia, ktérego cokolwiek ,konkretnejabrazenie tutaj wprowadziimy, pozwala na pozér
siggna¢ wektorem wodacym do dowolnego punktu w przestrzeni i odczyego wspotrgdne; tak nam sgi
wydaje na podstawie naszych codziennyciwimdczé. Zauwamy jednakze za takim stwierdzeniem kryjegsi
zalazenie,ze nasz trojwymiarowywiat jest ptaski. Rozwany na przyklad nie-ptaskiwviat dwuwymiarowy
(chociaby powierzchng kuli) i sprobujmy w tymiwiecie zbudowé z listew model dwuwymiarowego uktadu
odniesienia. Od razu zaczyaaiji pigtrzy¢ trudndci, bo albo nasze proste listwy ,wystapozaswiat, ktéry
maja sparametryzowa albo (jeceli s3 tukami kot wielkich) natrafiamy na trudéa z okreleniem sposobu
odczytywania wspotednych podobnego do tego, jakiegoywamy wswiecie ptaskim. Zauwany, ze opisane
trudndici stap si¢ nieistotne, jeeli wybrany uktad odniesienia shitylko do opisu bezpiwedniego otoczenia
punktu, w ktérym paiczono listwy. Dz§ wiemy juz, ze przestrzé w ktorejzyjemy, jest nieco zakrzywiona, ale
efekty z tym zwizane g tak mate ze nie maj znaczenia przy rozazywaniu klasycznych zagadiie
mechanicznych. Ten przypis pojawit svicc po to, aby uzasadhisformutowanie o ,punktach bliskich pagku
ukfadu odniesienia”.



wzajemnym obracaniu giukladéw: z punktu widzenia uktad uklad %' wiruje wtedy

wokét swego nieruchomego pagizu). Oznacza toze V =0. Z omawianego wzoru na
sktadanie pgdkosci mielibysmy w tym przypadkw = V'. Zat&zmy dalej, dla uproszczenize

v =0, czyli ze obiekt P spoczywa wzgidem uktaduZ . Wynikajcy z tego rozumowania
wniosekV'=0 jest jednak zupetnie nie do przgja: obserwator z uktad®l' (wirujacy wraz z
nim) nie zgodzi & z twierdzeniemze prdkos¢ punktu P, obserwowana z ukladi',
WYynosi zero.

Chwila namystu wystarcza, by zrozuriee przyczya, dla ktorej szkolny wzér na
,sktadanie pedkosci” V=V +V' sprawia klopoty, jest tozidopucilismy do wzajemnego
obracania si obydwu uktadéw. W tej sytuacji uznaligy za korzystne, gdyby Przyroda w
jakis spos6b sama wykreowata klasie obracajcych st (a wic tez nie obracajcych sg
wzgledem siebie) ukladéw odniesienia. Zauwgy, ze nasze wymaganie jest bardzo daleko
idace. Od pocatku naszej edukacji (prawie od patiai) wpajano namze ruch jest paciem
wzglednym, ze w przypadku dwéch porusaaych s¢ wzgledem siebie uktadoéw odniesienia
(wliczajac w to wzajemne wirowanie uktadow) nie ama arbitralnie uzria ktéry z uktadow
jest nieruchomy, a ktérysporusza. Teraz dowiemyesize jednak ,troch mazna”. Okazuje
sig, ze obracanie giuktadu jest w pewnym sensie bezwlyle,ze stwierdzenie ,ten ukiad
nie obraca si a inny s¢ obraca” ma sens obiektywny. Miwosci odr@nienia uktadow
obracajcych s¢ od tych wyr@nionych, nie obracagych sg, dostarczaj odkryte przez
Newtona prawa dynamiki, a doktadnie pierwsze dvigch praw, ktére mima up¢ w jedno
stwierdzenie:

Istnieje wyréaniona klasa nie obracagych s¢ wzgkdem siebie uktadow odniesienia,
pozostagcych wzgidem siebie w spoczynku, lub porugeggch s¢ wzgkdem siebie ruchem
jednostajnym, wzgtllem ktérych prawdziwe jest ngstijgce zdanie: pochodnaegu punktu
materialnego po czasie réwna jest niezrowniome| sile dziatajcej na ten punkt.

Ten wyr&niony zbior ukladéw nazwano Kkkasnercjalnych uktadow odniesienia
Uktaddw tych jest oczywcie nieskaczenie wiele.

Il. WIEZY | WSPOLRZEDNE UOGOLNIONE

Rozwaamy ruch punktu materialnego poddanego dziatananego pola sit. Feli ten
ruch mae odbywa sig bezzadnych ograniczew przestrzeni trojwymiarowej, to méwimy o
ruchu bez w§zéw. Maze sk jednak okaz& ze przestrze, w ktorej punkt materialny me st
porusza, jest ograniczona w taki sposde, nie wszystkie punkty tej przestrzenidostpne
w dowolnej chwili: na wspotne X,y,z punktu materialnego me by na przykiad

narzucony warunekf (x, Y, z) =0. Warunek taki rownowany bytby zadaniu w przestrzeni
trojwymiarowej pewnej powierzchni (wsp6ddne punktéw leacych na tej powierzchni
powinny spetnia rownanie f =0). Na przyktad réwnaniex® + y* + 22— r* =0 wyznacza
sfee 0 promieniur i $srodku lezacym w pocatku ukladu odniesienia. Zauway, ze
wprowadzenie jednego réwnania zga przestrzeé dostpmg dla castki o jeden wymiar
(powierzchnia sfery jest dwuwymiarowa). Za wiijem przypadkéw szczegélnych, ktore
nizej rozwaymy, kazde kolejne réwnanie zabiera jeden wymiar: drugigvn@nie (np.
2-b=0, gdzieb jest stad spetniajca Warunek|b| <r) zabiera kolejny wymiar: estce



pozostaje ju tylko swiat jednowymiarowy (w naszym przykitadzie bytbydkrag lezacy na
sferze w miejscu odpowiedniego ,rownahgka”). Narzucenie kolejnego réwnania na ogot
zabratoby ostatni wymiar: ggtka zostataby zablokowana w punkcie, w ktérym gredyby
si¢ trzy zadane powierzchnie (pod warunkieta,taki punkt istniatby). Tu widaprzyczyr,
dla ktorej kilka wierszy wiej poczynilkmy zastrzeenie: opisany obraz odpowiada sytuaciji,
kiedy kolejne zadawane powierzchniegzdw (bo tak je nazwiemy) przecinggie, to znaczy
kiedy uktad réwna

f(xv.2=0, f,(x y.9=0,..

nie jest uktadem sprzecznym.

Dla uktadéw fizycznych ztonych z wikszej liczby punktéw materialnych (nieah
oznacza ich licz®) odpowiednio rénie liczba wspétrednych i rénie tez liczba sposobéw
ograniczania dospnej 3n wymiarowej przestrzeni wspokdnych. Kade réwnanie
f(xl, Vis Zs %0 Yor Byeeey Xy Y ﬂ7_)=O narzucone na wspoldne x,...,Z, nazwiemy
rownaniem wzOow. Na przyktad okidone dla dwoch  punktéw  réwnanie
(X, = %) +(y,— w)>+(z- 2)°- F£=0 nie oznacza juzadania sztywnych powierzchni
w przestrzeni tréjwymiarowej, tylko wymusza statzajemm odlegtaé tych dwoch punktow.
Odpowiadatoby to pakzeniu tych punktow nievitim sztywnym petem o diugeci r .

Podane tu przyktady rownawiczow miaty jedna wspolncecle: wsréd argumentow
funkcji f nie byto czasu. Wey o tej wikasnéci nazwanawvigzami skleronomicznymi Jezeli
chocia jedna funkcja f =zaley jawnie od czasu, to mowimye zadalmy wiezy
reonomiczne

Przyktady:

1. Réwnanie x> + y* + zz—[ r(t)]2 =0 jest rébwnaniem wzOw reonomicznych dla
jednego punktu materialnego poruszajgo st po powierzchni kuli, ktérej promie
zalezy od czasu w sposéb opisany zadé&mkcja r(t), niezaleny od ruchu punktu

materialnego.
2. Para réwna

X2+y2

tgﬂ—T:O, xcosat—y sinkt=0,

z ktorych pierwsze jest rownaniem #ta o osi symetrii rownolegtej do ogi i kacie
wierzchotkowym rownym29 , a drugie jest rownaniem ptaszczyzny zawigrejj o

z 1 wirujacej wokot tej osi ze stat predkoscia katowa «, definiuje wizy
reonomiczne dla pojedynczego punktu materialnegozelon s¢ tu porusza po
prostej przechodzej przez pocgek uktadu odniesienia, nachylonej do asipod
statym latem J i wirujacej wokét osiz ze stad (narzucon!) predkoscia katowa « .

3. Rozwaone ju wczeniej réwnanie (x, —X,)* +(y,—V,)* +(z,-2,)*-r?>=0

definiuje pewne wizy skleronomiczne dla pary punktow materialnychofisa jest
nieobecn& parametrut w rownaniu wezéw). Tak wec wigzy skleronomiczne nie
musz oznaczé nieruchomych powierzchni w przestrzeni, ate s&ta powierzchnia



moze by elementem ukiadu widéw reonomicznych (jak stek w poprzednim
przyktadzie)*

Szczegoblnym przyktadem obedceowiezOw w uktadzie mechanicznym jest przypadek
bryty sztywnej. Jeeli dla wszystkich (lub tylko dla e¢%ci) punktéw materialnych,
wchodzcych w skfad uktadu mechanicznego, ékweo takie wezy, ze wzajemne odlegsoi
tych punktéw nie mog sie zmieni&, to jest to rownowae stwierdzeniuze te punkty
stanowi bryle sztywrs. Realna bryla sztywna, wchaga w skiad urzdzenia
mechanicznego, powinna byczywicie traktowana jako skiadga sé z nieskaczenie
wielu punktow materialnych.

Pojcie wiezéw wprowadzilémy do naszego wykitadu w sposob formalny. Warto gédn
uswiadomi sobie,ze dowolna ,maszyneria”, ktérej ruch @by wyznaczony przez prawa
mechaniki, zawiera na ogét gay. Walec toczcy sk bez pdlizgu, oprocz wezoéw
spajajcych poszczegodlne jego punkty w jedbryle sztywrs, ograniczony jest wzami
uniemaliwiajacymi palizg: kazdemu przesugciu walca musi towarzyszyodpowiedni
obrot.

Jak juz mowilismy, rownania wzOw zmniejszaj liczbe niezalenych wspotrzdnych
n punktow materialnych stanoyaych uktad mechaniczny. Kkde kolejne rownanie zabiera
jedm z pocatkowych 3n niezalenych zmiennych, przy czym pytanie o to, ktéra ze
zmiennych jest eliminowana, bytoby na ogl@ postawione. Przyjrzyjmy sprzyktadom:

1. Rozwamy jeden punkt materialny o wsp&dnych kartezjaskich x,y,zz wigzem
x>+ y*+ 72— r*=0. Nie sposob wskaza ktora z trzech zmiennych zostata tu

wyeliminowana, chocianie mamy wtpliwosci, ze uklad mechaniczny podlega tu
opisowi przez d w i e zmienne przestrzenne. Gdwgyw charakterze tych
zmiennych wybrali wspotkgne x,y (a wigc wspétrzdna z bytaby # zmienmny
eliminowany), to prosty rysunek przekona nag istniep d w a  punkty na
powierzchni kuli o danych wspokdnych x,y (oczywiscie pod warunkiem,ze
x?+y®><r?). Tak wic wspoéiradne x,y nie nadaj sig do jednoznacznego
lokalizowania punktu materialnego ograniczonegaapymi wegzami.

2. W przypadku jednego punktu materialnego ogranicgongiczami opisanymi
rownaniem z=0 nie mamy wtpliwosci, ze eliminowana jest zmienna a
pozostate zmienngy pozostaj dowolne i mog stuzy¢ jako wspoétrzdne opisujce
potozenie punktu materialnego na powierzchngzaw.

Te dwa przyktady przekonupas o tymze dopisywanie kolejnych réwhawiezéw nie
sprowadza si na ogot do prostego wylkdlania kolejnych wspotrgnych kartezjaskich
opisupcych potaenie punktéw materialnych. Przyczynazyew tym, ze pozostate
wspotrzdne kartezjaskie nie gwarantgj na ogot jednoznacznej lokalizacji punktow
materialnych na wizach. Daje nam to motywacdo poszukiwania takich wspdtdnych
przestrzennych, ktore

2 Jak s¢ przekonamy w dalszej exi wyktadu, wezy skleronomiczne nie wykonupracy w
tym sensieze faczna energia uktadu punktéw materialnych, ktoryeblsoda ograniczona
jest przez uktad wizdéw skleronomicznych, nie zmienig giod wptywem sit, z jakimi wizy
dziatap na te punkty materialne. W przypadkwesdw reonomicznych twierdzenie to adia
si¢ nieprawdziwe.



1. Gwarantyj jednoznaczas lokalizacg punktow materialnych na widach. (Jak sijuz
przekonakmy, wspoitrzdne Kkartezjaskie x,y nie spetniaj tego warunku w
odniesieniu do punktu na sferze.)

2. Sa niezalene, to znaczy wartd kazdej z tych wspotrzdnych maemy wybra
niezalenie od wartéci pozostatych wspotezinych. Ten drugi waruneicisle wiaze
si¢ z liczm punktow materialnych wchodeych w skiad uktadu mechanicznego i
liczba rownar wiezéw. Nietrudno zrozumée ze omawiany warunek wymusza, aby
liczba tych wspétrgdnych byta nie wiksza nk 3n—k, gdzie n jest liczly punktow
materialnych ak jest liczla réwnar wiezédw. Chwila namystu wystarczy do
stwierdzeniaze liczba ta nie mge by réwniez mniejsza ni 3n -k : dlan punktow
zaczlismy od 3n wspotrzdnych kartezjaskich, na ktore nakylismy k warunkow.
Méwimy, ze uktadowi pozostawidimy 3n — k = s stopni swobody

Komplet wspotrzdnych wybranych dla danego uktadu mechanicznegeinisgacych
powyzsze dwa warunki, nazywanwspotrzednymi uogolnionymi i oznaczamy tradycyjnie
symbolamiq,, q,,..,q, .

Musimy wigc nabré& umiegtnosci wybierania wspoétradnych uogdélnionych dla
zadanego ukiadu punktéw materialnych ograniczonygbzami. Wyboru tego ma@my
bowiem zawsze dokotiana nieskaczenie wiele sposobow i trzeba kierawse kryteriami
wygody. Z czasem, rozedujac zadania, nabierzemy odpowiedniej wprawy. Na razie
popatrzmy na kilka przyktadéw:

1. Rozwaana ju pojedyncza cgstka na sferze o zadanym promieniu. Uktad ma dwa
stopnie swobody. Oto kilka przyktadow wsp@lnych uogolnionych dla tego
uktadu:

a. Zmienne lgtowe J,¢ (te same, ktore wygiuja we wspoétrzdnych sferycznych).

Ich zakresy zmienr$gi nie wymagaj omawiania.

b. Zmienna¢ (ta sama, co w punkcie ,@") i zmienna ,z”, ktératym przypadku
zmienia st w przedziale-r <z<r. Bardzo wskazanynéwiczeniem bytoby
wykonanie odpowiedniego rysunku.

ZADANIE 2.1

Czy wspohrzdne z,9 sa kolejnym poprawnym przyktadem? (odpowiefest]
negatywna i naley to uzasadm)).

c. Podobne konstrukcje wyndiajace inny kierunek w przestrzeni (dwie ey
pokazane konstrukcje wyiniaty kierunek osi ,z”). Kierunek wyriony przez
uktad wspéirednych uogolnionych powinien eipokrywa z ew. kierunkiem
wyréznionym przez warunki fizyczne. i na przyktad rozwzamy ruch punktu
materialnego na sferze w jednorodnym polu grawjtaey, to z przyczyn
techniczno-rachunkowych papimy rozgdnie jereli 0§ z skierujemy zgodnie z
tym polem i wprowadzimy wspotegne takie, jak w punkcie ,a” lub ,b”.



2. Uktad dwoch punktow
pokazany na rysunku. W
poziomym blacie jest otwor, /.
przez  ktéry przeapnicto

nierozcagliwa ni¢ o zadanej
diugcsci. Punkty znajduyj sie /

na kacach tej nici. Jeden z

nich maze porusza sig po

blacie, drugi waha @i

swobodnie pod blatem (np. w polu grawitacyjnym)kiddamy,ze ruch odbywa si
w taki sposOb,ze ni jest cagle napezona, a w otworze nie wygiuje tarcie.
Naszym zadaniem jest podanie liczby stopni swobodwskazanie jakiego
poprawnego kompletu wspobdnych uogdélnionych. Zacznijmy od ustalenia liczby
stopni swobodys, ktéra - jak ju wiemy - jest wspolna dla wszystkich patiavych
do zaproponowania kompletéw wspa@dnych uogolnionych. Podany wegj zwiazek
s=3n-k nie zawsze jest wygodny dla obliczenia liczby Zwykle fatwiej jest
pod& ja bezpdrednio przygidajac sk uktadowi mechanicznemu. W tym przypadku
mamy punkt na ptaszczyie, co daje dwa stopnie swobody (odpowiac&jnp.
dwom wspoétrzdnym kartezjaskim tego punktu) i drugi punkt, ktérego odlegtod
otworu uwarunkowana jest paleniem pierwszego punktu (nic jest nieragtiwa).
Pozostaj wiec dla niego tylko dwie wspoterine kitowe okrélajace kierunek
wahapcej sk czsci nitki. Razem - 4 stopnie swobody. Formalna dralya tej
,CZWOrki” bylaby nasg¢pujaca: dwa punkty w trojwymiarowyndwiecie, to 3n =6
wspotrzdnych kartezjaskich. Od tego odejmujemy jedynikz tytutu réwnania
ptaszczyznyz, = 0 (niech pocatek kartezjaskiego ukiadu odniesienia znajduje si
tam, gdzie otwér, a$0,z” niech kedzie prostopadta do blatu) i drgedynke w
zwiazku z kolejnym réwnaniem wzdéw ,pilnujacym” statej dtugéci nitki:

X2+ Y2+ %2+ 2+ 22— 1=0,

Zwykle, liczac stopnie swobody, réwnocaee wymylamy komplet wspétdnych
uogolnionych.

Na osobne omowienie zastuguj
uktady mechaniczne zawiesap bryty
sztywne. Tu liczba punktéw materialnych
jest w zasadzie nieskozona i droga do
liczby s poprzez wzérs=3n-k jest z
oczywistych powoddw nienitiwa do
zrealizowania. W takich przypadkach
musimy wkec liczbe stopni swobody
odczytyw& bezpdrednio (niejako po
drodze wybierajc poprawny zestaw
wspotrzdnych uogdélnionych). Widny na przyktad do ukladu mechanicznego opisanego we
~Wstepie”. Uktad zawiera wiele ruchomych elementéw, gjlek sk tatwo mana przekona-
posiada tylko jeden stogieswobody. Wynika to z tegaze potlazenie rowni determinuje
potozenie wszystkich pozostatych elementéw. Takomwvspotrzdna uogolnior, maze by na
przyktad potaenie réwni na stole mierzone podziggokazan na rysunku. Zauwany, ze

<
<€
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gdyby walec mogt poruséasie po rowni z pélizgiem, to liczba stopni swobody wzrostaby do
dwoch (przy zatgeniu, ze ¢ walca musiataby pozosiprostopadta do ptaszczyzny rysunku).
Ta druga wspotrzdna mogtaby by na przykiad diug@& odwinigtej czsci nici, albo It
obrotu walca.

Rozwamy inny przykiad: dwa walce, na ktdére nawioi ni¢c przerzucoa przez
niewazki bloczek. Zakladamyze walce mog poruszé si¢ tylko pionowo, odwijaic, lub
nawijajc ni¢. Probujmy policzy stopnie swobody. Obydwa walce na pewno meg
obrac& niezalenie od siebie odpowiednio przesuw@jsk przy tym w pionie. Mamy wi
juz dwa stopnie swobody, za ktére maadpowiada katy obrotu walcow. Oczywicie trzeba
zdecydowa,  ktore  kierunki  obrotow < A
odpowiadaj dodatnim przyrostom tychatow. TN
Dla ustalonych #&ow caly uktad mee sk
jeszcze poruszgorzesuwajc nic przez bloczek
(jeden walec przy tym opada, drugig si
podnosi). Odpowiada to trzeciemu (i
ostatniemu)  stopniowi  swobody,  ktory
wystepuje w tym uktadzie. Jako odpowiagey
mu wspoétrzdna uogolniorm mazemy przypé
pionowe przesurcie lewej (ale réwnie dobrze
prawej) gatzi nitki. Na nitce wyobraamy
sobie znaczek, ktéry wska potazenie nitki
wzgledem dowolnej pionowej skali. Rownie
dobrym kompletem wspotednych uogolnionych bylyby te same dwagyki odlegta¢ miedzy
jednym z walcow i stotem, alboAedlegtaci obydwu walcow od stotu idt obrotu jednego z
nich.

. ROWNANIA LAGRANGE'A

Jak ju wspominalimy, ruch punktu materialnego jest w caliowyznaczony przez
zasady Newtona: zngy sity dzialajce na punkt materialny znamy zarazem jego
przyspieszenie wzgllem dowolnego ukiadu inercjalnego. Znajémhektualnego potezenia i
predkosci punktu materialnego pozwala - przy znanegdRosci i przyspieszeniu -
przewidzi& zmiarg jego potaenia i pedkosci, czyli przewidzié dalszy ruch

Pokaemy teraz pewn metod przewidywania ruchu uktadow mechanicznych,
wygodniejsz od korzystajcej bezpérednio z zasad dynamiki Newtona. Usprawnienie
poleg& bedzie na tym, ze przettumaczymy zasady dynamiki zzyka zmiennych
kartezjaskich (ktorych - jak ja ustalilismy - jest zwykle za dio w stosunku do rzeczywistej
liczby stopni swobody) nagzyk wspoétrzdnych uogodlnionych, wybieranych specjalnie do
opisu danego uktadu mechanicznego.

Wiemy juz, ze za przyspieszenie danego punktu materialnego widdap sity
dzialapce na ten punkt. Ze wszystkich sit dziatgich na punkty materialne,¢dnce
sktadnikami ukladu mechanicznego, wygdahtimy sity reakcji. § to sity, jakimi wizy
oddzialup na te punkty materialne. Na przyktad dla wahadi@tematycznego dolzie to,
dziatlapce w strog punktu zawieszenia, nagenie nitki. Dla punktu poruszgjego st po
zadanej powierzchni wzéw kedzie to sita, z jak ta powierzchnia dziala na ten punkt.
(Zauwamy, ze w wahadle réwnie mozemy zasipi¢ nitke odpowiedmna powierzchm

% Taka procedug, rozwijam krok po kroku, stosuje komputer rozmiijac problemy z mechaniki.



sferyczn, po ktorej punkt materialny musiatbye gporusza bez tarcia.) Dla bryly sztywnej
beda to miedzy innymi napgzenia, jakimi poszczegolne punkty, skiaga s¢ na bryk,
oddziatup ze soh (wrécimy do tego zagadnieniazgj).

Zacznijmy od rozwzenia najprostszego przypadku, gdyexdmi & Sztywne
nieruchome powierzchnie, lub krzywe, po ktorychuysaaj si¢ bez tarcia punkty materialne.
Przy nieobecngi tarcia, sity reakcji, jakimi takie wky oddziatuj na punkty materialneas
zawsze lokalnie prostopadte do odpowiednich powtanz (lub krzywych). Niech wektor
X bedzie styczny do powierzchni (krzywej) ezibw w punkcie, w ktérym znajdujeespunkt
materialny o masiem, a F niech oznacza sitdziatajca na ten punkt materialny ze strony
pola sit lzdacego elementem rozwanego uktadu mechanicznego. Mao by na przyktad
pole grawitacyjne, elektromagnetyczne czy sitateeny napezonej spezyny. Zwiazek

(m'f(— IE)D55<=O

jest prawdziwy dla dowolnego wektoréx stycznego do wizow w punkcie, w ktorym

znajduje st punkt materialny. Wynika to z tegee mX=F+R iz tego,ze sita reakqu
jest (przy nieobecrigi tarcia) lokalnie prostopadta do embdw. Jeeli uktad skiada si z
wiekszej liczby punktéw materialnych, a emy pozostaj sztywnymi nieruchomymi
konstrukcjami przestrzennymi, to poisgy zwhzek zachodzi osobno dla 2dego punktu
materialnego.

W przypadku dowolnego uktadu mechanicznego@&ami sytuacja jest jednak nieco bardziej
skomplikowana. W opisanej tu szczegélnej sytuadfizw zadane & bowiem réwnaniami
typu f(..) =0, gdzie w zbiorze argumentd{v.) kazdej funkcji f wystpuja wspétrzdne
tylko jednego z punktow materialnych. W sytuacji Obmgj, gdy mamyn punktéw
materialnych o wspokznych x;,..,zZ, ograniczonych k rownaniami w¢zow
f(x,.z,)=0, ..., f(x,..z,)=0 (na razie ograniczymy i do Wwizéw

skleronomicznych), wiy nie g juz sztywnymi i nieruchomymi obiektami geometrycznymi.
Oto przykiady:

1. Dwa punkty materialne pggzone sztywnym niew&im pretem.

2. Dwa walce paiczone nitly przerzucoa przez niewaki bloczek (por. rysunek na
poprzedniej stronie).

3. Dwa punkty materialne, z ktérych jeden znajdujers jednym kécu nici, drugi jest
nawleczony na Ki(jak koralik) a drugi koniec nici jest przytwiemizy do ustalonego
punktu (rysunek na naginej stronie). Oczywcie zakladamyze ruch odbywa giw
taki sposoéb, aby nitka pozostawata rémi

We wszystkich wymienionych przyktadacheay nie & juz nieruchomymi obiektami
geometrycznymi a ich rola polega na koordynowaniohéw poszczegdlnych elementow
uktadu mechanicznego.

Wyobrazmy sobie,ze fotografujemy uktad mechaniczny wykomey ruch zgodnie z
zasadami dynamiki. Na tej fotografii uchwycimy wstkre punkty materialne i wszystkie
wigzy. Zaprzesunigcie wirtualne zgodne z wgzami uwazamy dowolne nieskiczenie mate
przesungcie catego ukiadu mechanicznego pokazanego narédtiogpisane nieskiczenie
matymi przyrostamicx,, dy,0z,0x,,...07 , ktore jest zgodne z rownaniamigadéw. Chodzi o
to, aby w wyniku tego przesuwtia poszczegollne punkty uktadu mechaniczneggyzapwe
pozycje, ktérych wspoteine spetniaj réwnania w¢zow z doktadnécia do nieskéczenie



matych drugiego rmu. Wyjanimy to na powyszych trzech przykladach ilustagj te
wyjasnienia rysunkami:

adl. Pokazany tu zespot dwoéch przestipest zgodny z wizami w przypadku pierwszych
trzech rysunkow, ale juprzesunicia pokazane na ostatnim rysunku nie standadznie
przesungcia zgodnego z wzami.

1.
65(‘12 67(1 6X2

o 9
OX,

O, OX, OX,

‘. o e °

ad 2. Zgodny z wizami bytby na przyktad rownoczesny niewielki obobtydwu walcow
(lewego w lewo, prawego w prawo), z réwnoczesnyrpovdednim ich obrieniem
(tak, aby nitka pozostata nafa).

1
ad 3. Dozwolone s wszystkie takie rownoczesne

przesungcia punktow 1 i 2, aby zachowana byta
suma odlegieci migdzy punktami 1 i 2 oraz ) °
migdzy punktem 2 i punktem zakotwiczenia nitki.

Zauwamy, ze we wszystkich tych przypadkach wypisany dla pgjedego punktu
materialnego zwzek

(m'f(— IE)D55<=O

przestaje na ogot byprawdziwy, jeeli przez &X rozumiemy przesugcie tego punktu
zgodne z wgzami (poniewa - jak to wid& na naszych przyktadach - przeswone to nie musi
juz by¢ prostopadie do sity reakcji wddw). Musimy wegc poszuk& odpowiedniego
uogodlnienia tego zwiku*

W tym celu musimy skupi uwag na wkzach traktowanych jako pewna fikcyjna
konstrukcja techniczna. Jej fikcyjfto- obok wczéniej zatozonego braku tarcia - polega na
tym, ze elementy wizéw s niewakie (nie wykazuj bezwtadnéci). Sztywny pet taczacy
punkty, wszystkie nitki i bloczkigsw opisanych zadaniach mechanicznych przyjmowake ja
niewazkie. W przeciwvnym wypadku musielioyy je traktowa tak samo, jak zbiory

* Nie wiemy jeszcze, do czego ten zmék (a zwlaszcza jego uogéinieniedbie nam potrzebny. Musimyesi
uzbroic w cierpliwaié.
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obdarzonych maspunktow materialnych wchodeych w skfad uktadu. Elementy konstrukcji
wiezbw s dwoéch rodzajow. Jedne z nich oddziatuylko z punktami materialnymi
wchodzcymi w skiad uktadu mechanicznego (na przykladt gaczacy punkty), inne
oddziatup zarowno z elementami ukfadu, jak i ze statymi pgank otoczenia, na przykiad
nitka faczaca obydwa walce, wraz z nieswkam bloczkiem, oddzialuje ze stalym punktem
otoczenia, jakim jestsobloczka, take nitka, na ktGr nanizano punkt 2 (bo oddziatuje z
nieruchomym punktem otoczenia). Zali¢ay tez nalezy wszystkie sztywne state konstrukcje,
sztywno podczone z otoczeniem (dobrym przykladem jest powhariec rowni, jgli rownia
jest przymocowana do stotu). Wszystkie te elemanggow, jako uchwycone ,w otoczeniu”,
oddziatup z nim sitami reakcji.

Wyobrazmy sobie pewien uktad mechaniczny zemami, kkdacy w ruchu, i ,zrobmy
mu zdgcie”, czyli odnotujmy jego konfiguragjw pewnej chwili, wraz ze wszystkimi sitami,
jakim w danej chwili podlega konstrukcja ea@dow. Do sit tych zaliczymy wszystkie sity
reakcji wiezOw wzkte ze znakiem minus (tu czerpiemy z lll zasady dyikg a takze sity, z
jakimi otoczenie oddziatuje na elementyemdw. Skoro elementy wiOw pozbawione &
bezwladnéci (co zataylismy), to wymienione sity, jakim podlegeyviczy, (a take wszystkie
momenty tych sit obliczane wzaglem dowolnego punktu w przestrzeni) mudbktadnie si
znost. Gdyby bowiem byto inaczej, to elementy konstrukejezOw musiatyby podlega
nieskaiczonym przyspieszeniom (liniowym lutatewym). Wynika z tegoze moglibymy
uchwyci potozenie uktadu mechanicznego w dowolnej chwili, ugumwszystkie punkty
materialne, zadldao to, by na wjzy dziataty niezmienione sity (czyli dziatme podczas
ruchu sity reakcji, ale z przeciwnymi znakami, osily ze strony otoczenia) i uzyskaldmgy
w ten sposob uktad w réwnowadze zbudowany z nikigh elementéw. Wyobrany sobie,
ze wytworzylgmy taks wiasnie sytuacj. Moglibysmy teraz przeprowadzi dowolm
nieskaiczenie ma4, zgodm z wigzami, zmiarR konfiguracji catego uktadu i mieliggny
gwarancg tego, ze nie musielibymy wykona& przy tym zadnej pracy. Taka zmiana
konfiguracji polegataby na wykonaniu odpowiednicogidynowanych zmian wszystkich
wspotrzdnych x,,..,z,, przy czym mielib§my pewnd¢, ze wykonana przy tym praca, czyli
wyrazenie

3n

iw =2 (mx- FoX

i=1
jest réwna zer8.Przyjlismy tu oczywicie zapis, zgodnie z ktoryrmm = m, = m jest mas
pierwszego punktu materialnegm, = my = my drugiego itd.,R, R, R s skiadowymi sity
reakcji dziatagcej na pierwszy punkt materialny, podobitg R,, R - na drugi itd. Komplet

wariacji (axl,...,csxsn) oznacza przeswgie zgodne z wizami. Suma, ktérty rozwaamy,

jest sum iloczyndw skalarnych kolejnych sit reakcji przezktory zgodnych z wizami
przesung¢ odpowiednich punktow materialnych.

Osobnego oméwienia wymaga przypadekeadivn reonomicznych, chociawynik
rozumowania okze sk taki sam. Wynika to z tegage wigzy te rownie mozemy traktowa
jako niewakie. ,Fotografugc” ruch w dowolnej chwili meemy zbilansowa wszystkie sity

® Wspomniany uktad wizéw, ogotocony z mas i obgiony wiernie odtworzonym kompletem sit reakgji, jest
réwnowadze. Wiemy jt ze do tego kompletu sit, dla uzyskania rownowagiliczy¢ tez musimy sity, z jakimi
stale elementy otoczenia oddziatap wkzy, jezeli tylko w danym ukladzie mechanicznym takie silystepuja.
Sity te jednak nie magpracowa w przypadku przesugt wirtualnych, bo nie wiza sig z nimizadne
przesungcia. taczna praca (rowna zeru) sprowadzaveicc do lewej strony ostatniego wzoru.
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reakcji oraz ich momenty i rowniedojdziemy do wnioskuze bilans ten musi kdyzerowy.
Nalezy tylko pamgtac, ze zbidr przesugt zgodnych z wjzami dX; nie kgdzie sg¢ w tym
przypadku pokrywat z rzeczywistymi przesgsiami punktow materialnych po uruchomieniu
uktadu. Pokaemy to na przykfadzie.

Rozwaymy niewaki pret, oparty dolnym kacem o pocgtek uktadu odniesienia,
odchylony od pionu o statyaki wirujacy z zadaa predkoscia katowa wokot pionowej osi
,Z2". Mozna sobie wyobrazj ze & ,z” jest czscia korby, ktdn ktos obraca z narzucan
(niekoniecznie sta) predkoscia. Na pet nanizany jest koralik o znanej masie. Mamyantiu
przypadek pojedynczego punktu materialnego ogranego we¢zami reonomicznymi.

Sita reakcji, jak koralik dziata na pit, jest oczywdcie prostopadta do gta i - co za
tym idzie - do wirtualnego przesuoia zgodnego z wezami, jakie moglibymy wykona na
Lfotografii”. Przesungcia rzeczywiste dda jednak inne, bo gt sie obraca. Tak wic w
przypadku w¢zéw skleronomicznych przesgoie rzeczywiste jest zawsze jednym z
mozliwych przesuni¢ zgodnych z wizami. W przypadku wizow reonomicznych
okoliczna¢ ta na ogot nie zachodzi.

Pomimo tego jednak, dla przypadkuemdw reonomicznych nmima powtorzy bez
zmiany cate rozumowanie, ktére doprowadzito nasvdmsku,ze ,sity reakcji nie pracuajna
przesuniciach wirtualnych”, jak to siczasami formutuje

Warto jeszcze wspomnie uogolnieniu, ktore jest konieczne w przypadkisopuchu
ukladow mechanicznych zawiegaych rozcagte bryly sztywne, a nie same tylko punkty
materialne. W takim przypadku #@ bryle mozemy traktowa jako zbiér punktow
materialnych przytwierdzonych do niexkéego, przestrzennego ,rusztowania” o ksztalcie
rozwazanej bryly, i ten niewzki szkielet whczy¢ do kompletu niewzkich wigzow uktadu.
Sitami reakcji leda w tym przypadku sity, jakimi ten niewvra szkielet dziata na poszczegéline
punkty materialne, skladgje s¢ na bryt.

3n
Wzor Z(mx - E)JX =0 jest punktem wycia dla dalszego rozumowania.
i=1
Zauwamy, ze zespot przesugd wirtualnych oX,, to nie jest na ogot zbiér dowolnych
przyrostow o, ; dobieragc przyrosty oX, musimy uwzgtdniac warunki wgzéw. Z drugiej
jednak strony wiemy,ze maemy najzupetniej dowolnie wybtakomplet przyrostow
a,,...,00,, poniewa z definicji wspotrzdnych uogoélnionych wynikaze generowany w ten
Sposob zbidr przyrostow wspodanych kartezjaskich ox, = X, bedzie zgodny z wizami.
Mamy wiec

czyli

® W przypadku wizéw reonomicznych sity dziakgje ze strony otoczenia (w naszym przykladzie bylgbsity
dzialapce ze strony osi korby nagby rowniez nie wykonuj pracy, bo przesugtia wirtualne odbywaj sie przy
zamraeniu jawnej zalenosci wiezOw od czasu (co skutkuje znikaniem pracy sit zgrgnych dziatajcych ze

strony otoczenia na wzy).
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S

Z(fZ(mx F)mja‘q =0.

j=1

Zwiazek ten musi zachodzdla d ow ol nych kompletow przyrostady,...,oq, , z
czego wynikaze

3n

X — ﬁ: i =
2 (m Fi)ohj 0 0

i=1

Ostatni zwizek wchz jeszcze zawiera wspobdne kartezjaskie, ktore g na og6t od
siebie zaléne. Chcemy uwolii sie od tych wspéhzdnych. W tym celu udowodnimy
najpierw,ze jezeli symbolemT oznaczymy energikinetyczr uktadu mechanicznego

3n 1 ] ]
T= Z mx’ )=T[l<(9’9)] (komplet wspétrzdnych danego rodzaju, lub ich
=2 pochodnych, &dziemy oznaczapodkreleniem)

to

d| Jr or
z”‘ | dt(mj‘mj'

ZADANIE 3.1

Rozwa czastke poruszajca sie po powierzchni sfery o promienin. Dogodnym
wspotrzdnymi uogolnionymi dla tego przypadka lsaty 9,¢ przynaleéne do wspotrgdnych
sferycznych. Wyra energé kinetyczry czastki przez zmienned,¢ i ich pochodne po czag

5.9.

e

)? sin? 19].

d{ or . . L
Obliczmy wyraenie a{ﬁj (oznaczenia z prawej strony pochodnych poka#dpre

zmienne § state przy réniczkowaniu czstkowym):

djar :g{ﬂ[_X(_%g)]] d SZ"dr(x) pe
A g\a;.9 A =2 A, q\q;.9
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X

S mx 2
dt <
<A g\q,.q
Obliczamy
K J (d)gj J (Z X j ok
- ==\ | == — 0 =— )
. S\ dt L\ = .
m, 9\ qj 9 d]] dqj k=1 k q\ qj dqj 9\ qj
czyli
d| ar o L 3“0"Td(o3<ij
_ = — 4+ _ —
de|ag| |t Zl”“on, LM%, 2 aitl
a\q;, a\q,

Osobno pokzemy, ze

d & _ &
OltO“OI Obl

W tym celu obliczymy osobno obydwie strony tej r@4ai:

S 2 dZX
q ; (oczywscie drugi sktadnik mze by rézny od zera
dtoh kZ{ a;0q, G+ A,

tylko w przypadku w§zéw reonomicznych),

&K 0 (K . K s, %X, 4 2°x
= z O *— z O + :
Ay A\ Ay 7S =g W7 s A,

Wracajc do naszego rachunku, mamyvi

A(IT) K T Kok T
dt(mjj LM L, S = T

czyli
< & _d[dr) gr
Em‘mfdt(mij X,

c.b.d.o.
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Wracamy do naszego podstawowegoazil:

3n

Y .
iZ:l‘,(rnx |i=)0hj 0 [Oj=1..s,

ktOry na mocy powsszego meemy zapisaw postaci:
3n
dfor) o Sk
dt mj mj i=1 mj
Definiujemy sktadowssity uogoélnionej Q,,...,Q, wzorami
3n O‘X

Q=) F— j=1...,s,

2R,
co prowadzi do zapisu

d(ar) or _ .
E(EJ—EJ—QJ Dj—l,...,S.

Mowimy, ze pole sit o sktadowychF jest potencjalne, jeli istnieje potencjat
uogolniony, tzn. taka funkcja pof@n i predkosci U (1(,&)=U Q(g),g(g,g),t)zv(g,g,t), 7e

484

Wsréd argumentéw potencjatu uogoélnionego, obok paita predkosci, dostrzegamy
czas t. Te mazliwos¢ wykorzystujemy w sytuacji, gdy pole sit jawnie eal od czasu.
Dobrym przyktadem jest ruch gztki naladowanej w zatleym od czasu polu
elektromagnetycznym.

Zauwamy, ze potencjatU (xx_t) jest uogolnieniem znanego ze szkoty, zwykiego
potencjatu pozycyjnego, ktérego gradient (ze zmakiminus) roéwny jest dzialagej sile
F=-gradJ )’

ZADANIE 3.2

Udowodnij bezpérednim rachunkiemze dla sit dziatajcych na punkt materialny,
natadowany tadunkienq, ze strony pola elektromagnetycznego

"Warto sprawddj, ze pole sit tarcia nie jest polem potencjalnym.
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F =q(|§+ X X @, E:—graw(i,t)—%ﬁ\, B = rotA(X, t)),

potencjatlem uogdlnionym jest funkcjhl(i,i): ({¢(3<, ) - XOA X )). Zwré¢ uwag nal
zastrzeom tu mazliwo$¢ jawnej zalenosci pél od czasu.

Udowodnimy terazze

e
Dowad:
d (ng_ﬂ)}_o\/g?,t) a[ lxtzhxjt q)tJ] lz@gﬁxi@,g),tl

Wb | g bt o b
LR RS

i=1 i=1

:zdt(w(zxt)jdqj iov(z,ﬁ) * _iov(z,ﬁ) o _iov(z,ﬁ) *

X S x A 2 K & T K A&

3”1(0UQ<’E)]OX _3znou(z<>‘<t) ‘Z{dt(w&“)] N&&)}g

A, T K A,

c.b.d.o.

Nasze wyniki maemy teraz u¢ w postacis rownai:

E(EJ_E E{Wj_ﬂ
dilay,) a ~dilay) &

czyli

=0 j=1...,s,
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gdzie wielka@¢ L( ,E)ET(g,g)—V(g,y) nazywamyfunkcja Lagrange’a danego ukiadu

mechanicznegd.

Réwnania w ramce nosznazwe rOwnan Lagrange’a drugiego rodzajui sa zapisem
zasad dynamiki (czyli rownaniami ruchu) dla uktggunktow materialnych ograniczonych
wigzami, poddanych dziataniu potencjalnego pola sgtotha réanica medzy tymi
rownaniami i klasycznymi roéwnaniami Newtona polega tym, ze uwalniamy si od
sledzenia sit reakcji. Sity te stagie oczywicie istotne wtedy, gdy interesuje nas mechaniczna
wytrzymatas¢ wiezOw (sity reakcji obcizaja wigezy). Ten w zasadzie ignierski problem
rozwiazujemy przywotuc tzw.rownania Lagrange’a pierwszego rodzaju ktérymi jednak
nie kedziemy s¢ tu zajmowa.

Réwnania Lagrange’a Il rodzaju to uktasl rownar rozniczkowych zwyczajnych
drugiego redu nas funkgcji czasugy(t),...,q,(t) . Rozwizania tych rownazaleza wiec od 2s

statych, ktore mzemy identyfikow& z prdkosciami pocatkowymi d&(to),...,ds(to) I z

potozeniami pocztkowymi ql(to),...,os(to) :

Dla zademonstrowania pgtku ptymacego z tych réwna znajdziemy ruch ukiladu
mechanicznego opisanego Weskpie.
W roli  wspélrzdnej uogdlnionej
wybierzemy zmienj X zaznaczog na
rysunku, za pomacktorej wyznaczamy
potozenie rowni wzgidem stotu. Uktad
ma jeden stopie swobody, a wic
zmienna x(t)  wyczerpuje  zbior
zmiennych g(t),...,q(t). Zatazymy, ze
ruch uktadu odbywa i w takim <
zakresie zmienrsci wspotrzdnej X, X
ktory gwarantuje toze spezyna kzdzie cagle napeta.

Musimy teraz wyznaczy funkcie Lagrange’a L[x(t),x9]. Zauwamy, ze z
przesungciem Ax wiaze sk kat obrotu walcaA¢ :

AX
Ap=">,
¢ 2r
gdzie r oznacza promiewalca, z czego wynikae miedzy pedkoscia katowa walca @ i
predkoscia X zachodzi zwgzek ¢ = 2_Xr

Jestémy gotowi do napisania funkcji Lagrange’a. Energi@etyczna uktadu jest sum
energii kinetycznej rowni, energii kinetycznej rucpostpowego walca i energii kinetycznej

ruchu obrotowego Walcalz((sina jest pionowy sktadowa predkosci postpowego ruchu

srodka walca w uktadzie stohx—)z( cosy jest poziom sktadow tej predkosci)

8 Jak juz wiemy, jawny paramet; wéréd argumentéw funkciji Lagrange’a, westije w przypadkach pol sit
zaleznych od czasu. M@ sk, tez pojawic, gdy wystpuja wigzy reonomiczne (przyktad takiej sytuacji pakeny
w dalszym cigu wyktadu).
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Na energi potencjalia sktada si energia grawitacyjna i energia spmy. Mamy wec:

1 . 1 . . . :
V(X) = —5 Mosing +7 kx (bo wzrostowi wartéci wspotrzdnej x o Ax towarzyszy

opadanigrodka masy walca o odcin%Axsina).

Zalozylismy wigc, ze wartgci wspoétrzdnej x =0 odpowiada takie pof@nie rowni,
przy ktorym spgzyna ma diugéé neutraln. Zauwamy tez, ze najzupetniej dowolnie
wybralismy ,poziom zerowy” dla potencjatu grawitacyjnego.iddé st to z maliwoscia
przecechowania potencjatu o dowpbtah addytywry C

V(¥ - V(¥=Mj+ C

bez naruszania pola sit reprezentowanego tym pjatient.
Mamy wiec funkcg Lagrange’a:

L(x,x)=T(x Y- M ﬁzg{M +n{1§1—cosaﬂ+%mgxsim—% KX .

Wypisujemy réwnanie Lagrange’a:

ﬂ(ﬁj_ﬁ_ﬂ X M+n{1—1—cosa) —lm sinr + kx=0
dt\ax/) ok dt 8 2™ ’
I przeksztatcamy je do postaci
1 j o —l{ ~ mgsina)
{M+n‘(8 cosa }x— X K ,

W tym ostatnim réwnaniu rozpoznajemy rownanie jedyraiarowego oscylatora
harmonicznego

==K x= %),

w ktorym w roli wspétczynnika odpowiedzialnego bazwtadnéé wystpuje zawartéé

nawiasu kwadratowego (uwzghiajaca bezwladn@ walca i réwni). Warté¢ wspotrzdnej
_ mgsina
T2k

napkzenie spgzyny. Mozemy od razu napigsaozwiagzanie rownania ruchu:

odpowiada potzeniu réwnowagi, w ktorym ekar walca réwnoway

x(t) = Asin(a)t+ ¢O) ,
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: k . . ,
gdzie w= \/% a state A oraz ¢, wyznaczamy z warunkow pagkowych, na ktére skiada)

si¢ potazenie i pedkos¢ w wybranej chwili, na przyktad na pagku ruchu.

ZADANIE 3.3

Rozwigz rOwnania Lagrange’a dla ukfafu
mechanicznego pokazanego na rysunku. Réwnii
moze przesuwd sic bez tarcia po stole (tylko W" A
ptaszczynie rysunku), Walec, na ktory nawgto 3m
ni¢, slizga sk po powierzchni rowni bez tarcig a 30
jego G pozostaje prostopadia do powierzghin
rysunku. C¢zarek mae przesuwasic rownolegle do pionowej krasdzi rowni. Bloczek jes
niewazki.

—

Wynik:

Wszystkie ruchy jednostajnie przyspieszone.

- pionowy ruch gjzarka (wzgédem réwni) z przyspieszenie%g ;
- ruchsrodka walca wzdha réwni z przyspieszenien%rg (wzgledem rowni);

- poziomy ruch réwni z przyspieszeniegg (wzgledem stotu).

ZADANIE 3.4

Napisz funka} Lagrange’a i rOwnania ruchu dla punktu materiatneg masie m,
poruszajcego st bez tarcia po powierzchni pionowej paraboloidyodbwej z = a'(x2 + y2) :

ZADANIE 3.5

Prosty pet przecinagcy os ,z” i tworzacy z ni kat @ wiruje wokot tej osi ze sta}
narzucon predkoscia katowa «. Po pecie maze slizgaé sie¢ bez tarcia punkt materialny.
Okresl liczbe stopni swobody, wybierz wspokdne uogdlnione (wspokdna uogolniora?)
Znajdz funkcje Lagrange’a i napisz réwnania (rownanie?) Lagraage’

Zauwa, ze w przypadku, gdyby pdkos¢ katowa « zalezata od czasu (w spospb
narzucony z zewgtrz), w funkcji Lagrange’a réwnie pojawitaby s¢ jawna zalenos¢ od
czasu (por. przypis na stronie 16).

ZADANIE 3.6

Stosujc wspétrzdne sferyczne napisz rownania Lagrange’a dla pumdterialneg
poruszajcego s¢ w trzech wymiarach w polu sit centralnych (tzn.zystkie wektory sif

wskazuj ten sam ustalony punkt w przestrzeni) o symefe'riysznej‘lf‘ =F(r).

L=
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Rozwigzanie:

dv(r)
dr -

Sferycznie symetryczne pole sit centralnych jestsze potencjalneE(r) = -

Obliczamy energi kinetyczra:
T =%m(r‘2 #1297 +12(sin’ z9)¢2).

W tym celu zapisadmy kwadrat szybk&i punktu materialnego jako sgrkwadratow
trzech sktadowych pdkaosci w trzech prostopadtych kierunkach: radialnynpt minikowym?”
i ,sownoleznikowym”. Tak wic funkcja Lagrange’a i rbwnania Lagrange’a frapsta:

L =%m(r‘2 +r292 +12(sin? 9)p2) -V (r),

E(ij =mi = % = mr(9? + sin? 19)¢2)—d—v

dt\ & dr
i(&)— : g 24 _é_ 2(ai 2
i\ 35 —n(2rr19+r ﬁ)—o_,ﬁ—mr (sind cos9)@?.
did)_dr egzg)sl= -
dt(a"¢j_dt[mr (sm 79)¢]—d¢—0.

Mamy tu trzy réwnania, ktérych nie memy rozwiazac do kaca, nie znajc funkcji
V(r). Zauwamy jednak,ze w ostatnim réwnaniu nie oblicz§hny pochodnej zupetnej po
czasie. Przyczyna, dla ktérej bytoby to bezceloei; w zerowaniu s tej pochodnej, co jest
skutkiem tegoze funkcja Lagrange’a nie zaleod zmiennejp . Wspotrzdne uogolnione, od
ktorych funkcja Lagrange’a nie zale nazywamywspotrzednymi cyklicznymi. Jezeli udaje
sig ustalt wspoétrzdma cykliczra, to - jak wid&g na powyszym przykladzie - mamy
utatwiora drogz do rozwazania rOwna ruchu: zamiast oblicZapochoda po czasie (co
datoby nam kolejne rownanie adiczkowe drugiego kxlu) maemy od razu napisa
réwnanie pierwszego ¢du

a
—, =const

op

i nieznan stah traktow& jako jedm z széciu (w naszym przypadku) statych, od ktorych
bedzie zaleato peine rozwizanie problemu.

Tak wiec wykrycie zmiennej cyklicznej skraca procegdumozwiazywania réwna
dynamicznych. Naley podkrgli¢, ze obecné zmiennej cyklicznej ujawnia sitylko wtedy,
jezeli wspoitrzdne uogdlnione wkxiwie dobierzemy do danego uktadu mechanicznego.
Omawiany przypadek, rozwany na przyktad we wspokdnych kartezjaskich,
doprowadzitby bowiem do funkcji Lagrange’a postaci
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L(X,y,z,‘x‘ﬁ% ke 3+ 09— W?

ktora nie ujawniaadnej wspotrzdnej cykliczne.

Na podstawie tego przyktadu veamy wnost, ze, wybieragc komplet wspoétrgdnych
uogolnionych, powinsimy kierowa si¢ wzgledami symetrii pola sit (i wizow, ktdrych w
tym przykladzie zabrakto). Przestrzeganie tej zasaghwie zawsze ma korzystne skutki.
Rozwaymy jednak rzadki wyitek:

ZADANIE 3.7

Punkt materialny o masien porusza € w przestrzeni trojwymiarowej w poju
centralnej przyeigajacej sity spezystej ‘If‘ = kx> +y?+2z°. Mamy wkc tréjwymiarowy

oscylator harmoniczny. Rozwa zagadnienie wyboru wspotdnych uogolnionych
rozwiazania réwnania ruchu.

Warto poréwnéa przydatné¢ wspotrzdnych kartezjaskich 1 wspétrzdnych
sferycznych (ktére bylyby w tym przypadku sugeroergirzez sferycznsymetre funkcji
potencjatu).

IV. ZASADA NAIJMNIEJSZEGO DZIALANIA

Mechanika Lagrange’a, ktdrwiasnie poznajemy, pozwolita na odkrycie pewnej
prawidtowasci, ktorej zasig wykracza daleko poza mechanikZasada najmniejszego
dziatania, bo o niej tu mowa, wydaje ¢sby¢ jedm z najzupetniej fundamentalnych zasad
przyrody.

Definiujemydziatanie S jako nastpujaca catke oznaczon:

S:TL(_O(t),_'c(D) dt

Dziatanie jest zdefiniowane dla konkretnego ruclopisanego funkcjamig(t),

trwajacego od chwilit, do chwili t,. Dziatanie jest wic funkcjonatem ruchu.
Przypomnijmy,ze funkcjonat jest odwzorowaniem, w ktérym ,zmiarmezalens” jest
funkcja lub rodzina funkcji (w naszym przypadkutjge s funkcji g(t)) a wartécia

odwzorowania jest liczba (w naszym przypadku - woéértcatki oznaczonej z funkcji
Lagrange’a, wykonanej po ustalonym przedziale czasu

Wariacp dziatania &S nazwiemy zmiag wartcgci calki S, bedaca skutkiem
nieskaiczenie matej modyfikacji kompletu funkaii(t) :

q(t) - q(+aq(9, i=1..s.

Tak wigc po modyfikacji ruch odbywa ipo nieco innej trajektorii i z nieco innymi
predkosciami.
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Przypomnijmy,ze w przypadku funkcji jednej zmiennej(x) przyrost funkcji pod
wptywem nieskdczenie matej zmiany wardoi zmiennej niezalaej x od wartdci x, do
wartasci X, + ox wynosit (z doktadnécia do nieskaczenie matych rg@u nie niszego, ni
dwa)

i znikat (z & sam dokladndcia), jezeli funkcja f(x) miata dla wartéci x, punkt
stacjonarny. Podobnie memy rozway¢ ,punkt” stacjonarny dziatania: bytby to taki korepl
funkcji g(t), czyli taki ruch, ktérego dowolna niesiazenie mata modyfikacja, wyrana
przez komplet niezalmych funkcji czasu &y(t),...,0q(t), nie powodowataby zmiany
dziatania (z doktadrimia do nieskaczenie matych r@u nie niszego, nt dwa).

Zal6zmy, ze rozwaamy taki zbior funkcjidg(t),...,00,(t) modyfikujacych ruch, ktore
spetniaj nastpujacy dodatkowy warunek: wszystkie te modyfikacje mmieniaj czasu
ruchu i nie zmieniaj potozenia pocztkowego i kaicowego. Tak wic poréwnujemy ze sab
wartasci dziatania obliczone dla #dych ruchéw (na og6t niezgodnych z rownaniami
Lagrange’a), ktore wszystkie zaczypaje w ustalonej chwilit, w punkcie 9(1) I kohcza w

ustalonej chwilit, w punkcieg(z) . Mozemy ten wymog zapigav postaci:

a(t)=a(L)=0 Ui=1..5

TWIERDZENIE:

Ruch fizyczny, czyli zgodny 2z rownaniami Lagrange’'a jest ,punktem”
stacjonarnym dziatania, czyli modyfikowanie tego rehu, zgodne z regu ustalom
wyzej, nie zmienia wartgci dziatania (z doktadnécia do nieskaczenie matych rdu nig
nizszego, ni dwa).

Dowad:
Zaktadamyze ruch opisany funkcjami(t) jest fizyczny, czylize

d (i(gﬂ)} _Aag) _ 0

dt| 4, )

Obliczmy wariacg dziatania wywotam modyfikacp ruchu zgoda z ustalonymi
warunkami

pierwszy skiadnik
catkujemy przez c&ci

=g o[ Ea o3 % ar-

= A

51
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Ny B = d dAd A
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Skiadnik ,z podstawieniem” znika na mocy zadaia 0 znikaniu wariacjiog, na
koncach przedziatu catkowania, a catka znika na mooyner Lagrange’a, ktéreasspetnione
przez funkcjeq(t)

c.b.d.o.

Prawdziwe jest rownietwierdzenie odwrotne: ze znikania wariadf dla dowolnego
zestawu Wariacjié'g(t), spetniaagcych warunki dg (t,) =dq(t,) =0 0i=1,...s, i lezdacych
poprawkami do okrdonego zestawu funkcji_q(t), wynika, ze funkcje te spetniajrownania
Lagrange’a.

Szkic dowodu jest nagiujacy:

Nalezy rozway¢ szczegolny zestaw funkcﬁg(t) , W ktérym wszystkie funkcje znikaj
oprécz jednej (np.]-tej), réznej od zera tylko w jakiéj dowolnej chwili t'O[t, t,| i w
dostatecznie matym otoczeniu tej chwilizée zatlazymy (zaprzeczag tezie),ze wyraenie

dd a . . . . : .
———— jest r&ne od zera w chwilt', to z cagtosci tego wyraenia wzgédem czasu

dty, o,

(ktéra zaktadamy) wynika,ze w pewnym otoczeniu chwilt' wyrazenie to musi mié
okreslony znak. Z tego ju wynika, ze potrafilibysmy znalg¢ takie otoczenie chwilit',
bedace nanikiem funkcji &, (t) °, dla ktérego catka

t&(da A Hda a
{m(m‘aj"qkdt‘i[aa—fa]@dt

bytaby, wbrew zateeniu, réna od zera.

Udowodnilimy wiec réwnowanos¢ réwnar Lagrange’a i zasady ekstremum
dziatanid® dla ruchu fizycznego w klasie ruchéw_q(t), spetniagcych warunek

ag(t)=aq(L)=0 Ui=1..5.

ZADANIE 4.1

D
—

Udowodnij, ze jezeli do funkcji Lagrange’a dodamy pochadpo czasie z dowoln
funkeji f[q(t)],

° Nosnikiem funkciji nazywamy ten obszar waitbzmiennej niezalaej, dla ktérych funkcja jest #6a od zera.
%\Wbrew tradycyjnej nazwie (,zasada najmniejszegatemia”), nie musi to b minimum dziatania. Musi to

jednak by punkt stacjonarny dziatania, gdzie przez ,punkZumiemy konkretny zestaw funkcg( t) . Tak

wigc okrelenie ,zasada najmniejszego dziatania” niesie vadate nieprawdziwinformack i pozostaje w
uzyciu tylko przez poszanowanie dla tradycji.
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ag)- t(ag=1ags g ild0]

to funkcja L', uzywana tak, jak funkcja Lagrangela, prowadzi (za paednictwem rowna
Lagrange’a) do ruchu fizycznego.

Rozwigzanie:

Twierdzenie to udowodnimy korzysiaj z zasady ekstremum dziatania. Zmiana
dziatania, zwizana z zamianL - L', wynosi

S- 8= &T%f[q(t)]dt: s+ 1)~ 11).

Skoro wgc dopuszczamy tylko wariacje ruchu spetma] oq(t)=oq(t,)=0
Oi=1..s, to Iiczbyf(tl) i f(tz) nie podlega wariacji, czyli ekstremum funkcjonat&'

pociagnie za sofp ekstremum funkcjonahg,
c.b.d.o.

Jako ¢wiczenie warto powtorzy dowod tego twierdzenia ,wezyku rowna
Lagrange’a”, czyli pokaza ze rOwnania Lagrange’a z udzialem funkéji sa rownowane
rownaniom Lagrange’a z wykorzystaniem funkgji Rachunek prowadzimy bezpednio,
zaczynajc od zalgenia,ze funkcjeq(t) spetniaj rownania Lagrange’a z funkciL'

da a_,
dt oy,

i budupc odpowiedni cig rownowanaosci.

ZADANIE 4.2

Udowodnij, ze ruch fizyczny w polu z potencjalem pozycyjnymnffaja potencjat
zalezy tylko od g(t) a nie zaley od (t)) nie mae realizowa maksimum dziatania w sensi
poszukiwania ekstremum dziatania na opisanycheywrarunkach.

L=

e

Rozwigzanie.

Zaktadamyze potencjat jest ggta funkcja zmiennychq. Rozwamy dziatanie

s=ao.s)e=] {aporf {hen

Pierwsza z tych catek jest z oczywistych powodéweddkna dodatnio (energia
kinetyczna jest zawsze dodatnia).
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Pokazemy, ze dla kadego ruchudczacego ustalone wczsiej punkty g™ w chwili t, |

9(2) w chwili t, mozemy wskazé taka modyfikacg ruchu, ktora, utrzymag drug catke na

dowolnie mato zmienionym poziomie, pozwala na nraagzony wzrost pierwszej catki.
Modyfikacja ta polega na takim wydieniu toru, aby z jednej strony spowodowato to wizros
predkosci (dtuzszy tor przy nie zmienionym czasie ruchu oznaczkse energe kinetyczr)

a z drugiej mgliwie mato zmienito calls drugy. Z ciagtosci potencjatu wynikaze ten drugi
warunek kdzie spetniony pod warunkientge poruszajc sk po nowym, dtaszym torze,
czastka lgdzie w kadej chwili dostatecznie blisko patenia, ktére w tej chwili zajmowata w
ruchu wygciowym. Tak wgc w zalenosci od tego, jak bardzo zamierzamy wydfd tor
czastki, wystarczy tylko przestrze§aego, aby tor ten byt dostatecznigstp sphtany wokot
odpowiednich punktéw toru wigiowego.

ZADANIE 4.3

Rozwa punkt materialny na sferze (bez sit zetvmanych). Zadajemy dowolnie dwa
punkty na sferze w roli punkt(’)\g(l) [ 9(2). Zgodny z prawami mechaniki ruch miedzy tymi
punktami, ktory miatby by zrealizowany od zadanej chwitj do zadanej chwilit,, musi
odbywa si¢ wzdtwz kota wielkiego. Tak wic widat, ze jezeli tylko obydwa wybrane punkty
nie leza na wspolnejsrednicy, to § dwie istotnie rane maliwosci zrealizowania ruchu
fizycznego, po dwéch dmiacych sg tukach kota wielkiego, dczacych te punkty.
Przedyskutujg¢ sytuacg z punktu widzenia zasady wariacyjne;j.

Rozwigzanie:

t
Fizyczny ruch po krotszym tuku realizuje minimumialania IT((_J,Q) dt. Jest to

51
najkrétsza drogaatzaca zadane punkty; kda deformacja tego toru wydia drog (z
konieczndci — zwickszapc predkosé, czyli zwigkszapc energt kinetyczr), a wiec zwicksza

t
tez calke j T((_q, 9) dt. Z cally po diwszym tuku sprawa wygtla podobnie, ale waldé
51

uzyskanego tam dziatania jest jiylko minimum lokalnym.

V. PEDY UOGOLNIONE

Rozwamy okr&lony uklad mechaniczny, ktérego ruch B0 by opisany
wspotrzdnymi uogélnionymig(t) . Catka ruchu f(g,g) tego uktadu nazywamy takunkcje
wspotrzdnych uogélnionychy(t) i predkosci ¢(t), ktdrej wartd¢ jest stata podczas keego,
zgodnego z prawami fizyki, ruchu tego uktadu meatmarego
f(g.4)= const

W nastpnym rozdziale omowimy pyteczne twierdzenie, ktre pomaga poszukiwa
catek ruchu. Na razie zauwmay tylko, ze odkrycie catki ruchu ni@ by traktowane jako
znalezienie rownania zdiczkowego pierwszego ¢du (tylko pierwszego, a nie drugiego) dla
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poszukiwanych funkcjig(t). Jeeli na przyktad jedna ze wspdédnych, np. q;, jest

wspotrzdng cykliczm, to ﬂ{d‘glg)] - d-ggj’g) =0 i wyrazenie %}9)

dt
Tak wigc zamiast réniczkowa to wyrazenie po czasie, co datoby rownaniemézkowe
drugiego rzdu, pozostawiamy rownanie pierwszegeduz (por. zadanie 3.6).

jest catlg ruchu.

Definiujemy s pedow uogdinionychp=p,..., i

J

Mowimy, ze d p; jestkanonicznie sprzzony ze wspotrzdna ¢;. Tak wic pedy
kanonicznie sprzone ze wspotrdnymi cyklicznymi g catkami ruchu.

ZADANIE 5.1

W zadaniu 3.6 znati smy catke ruchu zwiazam ze wspotrzdna cykliczrna ¢ . Jaki jest

zwigzek tej catki ruchu z wektorem momentedp obliczanym wzgidem srodka symetrij
pola sit?

Wskazowka: W ujawnionej we wspomnianym zadaniueaichu wys{puje wyraenie
mrz(sin2 z9), ktore jest momentem bezwiadobpunktu materialnego, obliczonym wzdém

0Si z.

VI. ROWNANIA HAMILTONA

Réwnania Lagrange’a stanawuktad s rowna rozniczkowych zwyczajnych nes
funkcji o(t). Pokaemy teraz,ze uklad ten mena zastpi¢ réwnowanym ukladem 2s

rownaa czastkowych pierwszego ¢du na 2s funkcji czasu: do kompletu funkciji
q(t),...,q(t) dolcza pedy uogolnione: p(t),...,p,(t). Ten nowy uktad rownanosi nazw
rownan Hamiltona i ma posté:

o} :—dﬂo(é),_) 1=1.,s
G; :d_lgg’g) 1=1.,s

gdzie zt@ona funkcja czasw-l(g(t),g(t)) zdefiniowana jest nagiujaco:
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H(p.g)=pt- L= pd pd- [hoh |

I nosi nazw funkcji Hamiltona .
Wyjasnienia wymagaj zaleznosci funkcyjne ¢; :q(_p,_q), ujawnione w ostatnich
wzorach. Korzystamy tu ze wzordow definicyjnych dlgedéw uogdlnionych

pjz%=pj(g,g), ktore, po rozwiktaniu wzgtlem pedkosci uogolnionych q,...,q,
j

pozwalaj wyrazi te pedkosci jako zalene od wspotrednych g i pedoéw uogdlnionychp.

Nalezy oczywgcie udowodni, ze komplet 2s rownar Hamiltona jest réwnowany
kompletowi rowna Lagrange’a.

1. Réwnania Hamiltona wynikag rowna Lagrange’a.
Dowad:

Obliczamy*

i(a.p) :i_b_q(g, q)-L(a.a(p.9)

mi ml
p.g\q p.a\q,
Gl a4l _aoy o4 Al o
Y | A, aq & - & x|, e
P,g\q g.9\a  — "|pg\q P.g\g d,9\q, pP.g\g
= |na mocy réwna Lagrange'= —p ,
Mg, p i, .
% = 5@9@,9)— L{a.a(p.9))
Coap\p a.p\p
a2q a dq . aq a2q
=alpalepll  -520 =albdell  -pll =
a.pVp = Tlap\p la.p\p la.p\p
c.b.d.o.

1 Dla uproszczenia zapisu przyjmiemy zasae powtarzajcy sk w iloczynie znak podkgenia oznacza

S
sumowanie po wskaikach. Zgodnie zatnotaci mamy wic na przyktadpg = z P g
I
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Zauwamy, ze wyprowadzajc drugi zespoét rowna (tych z pedkosciami po prawej
stronie) nie korzystamy juz rOowna Lagrange’a. ROwnania te rawa traktowa jako

rownowane rozwaanym wyzej formutomg, = g ( ! _q)

2. Rownania Lagrange’a wynikaz rowna Hamiltona.

Czytelnikowi pozostawiamy przeprowadzenie odpowiego dowodu (technika
rachowania jest taka sama, jak w punkcie pierwszym)

ZADANIE 6.1
Oblicz pdy kanonicznep; = p, (g_d)i funkcje Hamiltona H(B,_) dla nastpujacych
uktadow mechanicznych:

1. Swobodny punkt materialny.
2. Punkt materialny nie ograniczonyezami w dowolnym polu sit opisanym zwykhim
potencjatemV(X) (prosz uzyé¢ wspotrzdnych kartezjaskich).
3. Punkt materialny nie ograniczonyegzami w polu centralnym o symetrii sferyczpej
(uzyj wspoétrzdnych sferycznych). Por. zadanie 3.6.
4. Natadowany punkt materialny porusgyi Sk bez wezow w polu

elektromagnetycznym opisanym potencjatem uog(’)lrrioriy(i,?) = C(¢(3<, ) - XOA X )).
Warto przypomnié sobie zadanie 3.2.

_ =\
Wyniki: p=mx+q¢, H :ﬁpz—r?fl+q¢

5. Punkt materialny porusaay sk wzdtuz prostej, przecinagej st z osh ,z” pod
statym lkatem, i wirupcej wokot tej osi ze statzadam predkoscia katowa « (wigzy
reonomiczne).

W punktach 1-4 ostatniego zadania ndialy do czynienia z obiektami bezazdw albo
z wigzami skleronomicznymi. We wszystkich tych przypadkdunkcja Hamiltona okazata
si¢ tozsama ze znanze szkolnej fizyki energimechanicza E=T +V . Punkt 5 wylamuje
sig z tej zasady: funkcja Hamiltona nie pokrywa sam z energi (przyczyr jest
reonomicznéé wigzow).

™R

Wyzej udowodnilmy réwnowanos¢ rowna Lagrange’a i rown@Hamiltona. Pomimo
tej formalnej rownowznosci warto jednak pamta¢ o istotnej rénicy metodycznej, jak
wykazup obydwa formalizmy. Rinica ta sprawiaze formalizm Hamiltona jest w pewnym
sensie podpoadkowany formalizmowi Lagrange’a. Aby wsk&z& roznice wrécmy do

uwagi poczynionej wczaiej, zgodnie z ktér potowa réwnéa Hamiltona rownowzna jest
informacji o zwiazkach ¢ = q(_p_q), czyli - po rozwiktaniu - o zwizkach p, = p(g,_‘q), [

sprawamy, czy da s« zastosowa formalizm Hamiltona do dowolnego ukfadu
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mechanicznego, bez wdrejszego odwotywania i do formalizmu Lagrange’a
zbudowanego dla tego uktadu.

Nalezatloby wic zaca¢ od wypisania funkcji Hamiltona. Zauway, ze |ezeli
pominiemy formalizm Lagrange’a, to nie wiemy, wijaposob pdy kanoniczne wyraaja Sic
przez wspotrzdne uogolnione i gdkosci uogolnione (czyli - innymi stowy - nie znamy
przepisu na mierzenieegow), a zatem nie wiemy, jak qukosci qwyrazaja Sic przez
wspohrzdne i gdy. Ta wiedza jest nam jednak potrzebnzelicchcemy skorzystaz definiciji
Hamiltonianu H(p,q):pq(p,q)—L@(p,q),qJ Tak wikc, chac uprawig formalizm
Hamiltona jako autonomiczne nadzie do rozwizywania probleméw z mechaniki,
musielibyymy dla kadego ukiadu mechanicznego Znéunkcj Hamiltona niejako ,z
objawienia”. W praktyce Zawyliczamy p na podstawie wspomnianej definicji, czyli
zaktadamy nie tylko wczaiejsz znajomd¢ funkcji Lagrange’a, ale tfewywiedzionych z tej

funkcji zaleznosci ¢ = g (_p_q) bedacych tr&cia potowy rowna Hamiltona

VII. TWIERDZENIE NOETHER

Rozwaamy uktad mechaniczny opisany kompletem wspdingch uogolnionychg, ,
Oy e -

Niech komplet funkgjig (t) (i =1...s) opisuje pewien ruch tego uktadu, odbyyesjsie
zgodnie z prawami fizyki (czyli funkcig(t) spetniaj réwnania ruchu). Rozwamy nieco
inny (niekoniecznie fizyczny) ruch tego samego diktazadany nagbujacymi wzorami:

Q'i(t')ZQ(t)JfELH(q,t), t':t+£X(q,t).

Czasyt i t' mierzone gtym samym zegarem, wastm wspotrzdnych g odczytywane
sa wzgledem tego samego ukfadu odniesienia, co weirtespotrzdnych q a paramete jest

nieskaiczenie maly. FunkcjeLPi(q,t) [ X(q,t) nazywamy generatorami rozwaanej

transformacji.
Powyzsze wzory transformacyjne najerozumie nastpujaco:
Zaczynamy od wartei pocatkowych zmiennych przestrzennych i czasu t

odpowiadajcych ruchowi fizycznemu g(t). Podstawiagjc je do powyszych wzoréw
dowiadujemy si gdzie i kiedy zaczyna giruch zmieniony. Podstawigj do tych samych
wzoréw dalsze, bigce wartdéci wspotrzdnych g i czasut , wyliczymy odpowiednie nowe
potozenia i chwile, w ktérych te podenia lgda osagane w ruchu zmienionym. Nale

podkreli¢, ze ruch zmieniony na ogot nie m st odby ,0 wilasnych sitach”, bo jest
niefizyczny (czyli funkcjeq|, (t) nie spetniaj rowna ruchu), tak wic dla realizacji tego
ruchu na ogot konieczna bytaby ingerencja z zgren

Zmieniony ruch da oczyétie na ogét ina wartags¢ dziatania. Interesajnas jednak
przypadki, gdy dziatanie nie zmienggpomimo zmiany ruchu — a dokfadniej — gdy zmieni
sie 0 wyrazenie proporcjonalne do pgfi epsilona nie riszej, nk €* (czyli gdy ta czsé
zmiany dziatania, ktora jest proporcjonalnaganika).

Twierdzenie Noether wiaze ze sob ew. niezmiennicz& dziatania, pod wptywem
rozwazonej transformacji, z konkretnym wyeniem, lkdacym ,funkcja ruchu”, czyli
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R(c( 0, ¢ 1, ﬂ ktore to wyraenie jest w takim przypadku state podczas ruchycfimego (a
wigc jest catlg ruchu):

Twierdzenie Neother méwi,e jezeli zmiana dziatania pod wptywem transformacji
g- (g, t -t jest wielkoscia nieskaiczenie maj rzedu g lub wyzszego(a wiec nie
rzedu €), to R jest catka ruchu podczas ruchu fizycznego.

Dowod:

Obliczamy pochodnfunkcji R po czasie (z zamiarem udowodnierda,ta pochodna
znika):

d d|a
at dtlidq(w_gx)+ LX}
= 0 T e T gl a1 9% T 5q 9% T e AX T o AX T o AXF LX AT X =
Edt o"g"‘o"_'E dt(dgjgx dggx 0—.99X+0_,99X+dggx LX n X

korzystamy z tegoze ruchg(t) jest ruchem fizycznym, cazyli

o
ze kada funkcjag (t) spetnia réwnanic%% = X

a a . ad a
d—qli+o_,—qlP—ﬂ—9qX+ LX + I X.

Wynik tego rachunku odktadamy na chgwila bok i wracamy do poréwnywania dziata
obliczonych dla ruchu fizycznego i ruchu zmieniome@bliczamy ranice tych dziata:

t'
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Osobno obliczamy_(g, q, t') (pomijamy przy tym cztony exlu £ i wyzszego):

L(g',_(:f, t') = L(g,_q 9 +%q(g'—9) +%q(g'—_c|) +%(t'—t) + 0(52)

. a a A
—L(q,g,t)+d—9££+ﬂ—g£(£—QX)+EX£

bo =999 d_GTEY (L Vi e o) = e - 0%+ ).

= jﬂl_(g,g, t) +%qg$ +%€($‘9X) +%Xf}(1+fx) - '49’9 ')} dt

ty

a a . a4 .
=g —W+—(W-gX)+— X + LX |dt+0[&
Lo o } i

-jed

t

= {%(y -qx)+ LX} dt+0(¢?) = (z zatoenia)= 0¢),

czyli

a o
=W —gX )+ LX = —|\¥Y-gX)+LX
|:ﬂq k! ) } {aq g ) :l

t=t, t=t,

Chwila t, jest tu wybrana najzupetniej dowolnie, takcaviv dowolnej chwili, wybranej

podczas ruchu, waré wyrazenia %q(y —gx) + LX bedzie taka, jak w chwili poctkowej

t,,

Warto przyjrz€ sie wynikajacym z twierdzenia Noether catkom ruchu, gzzénym z

niezmienniczécia dziatania wzgidem nasfpujacych transformaciji:

1. Translacja przestrzenna w kierunku jednej zieanych

g'=q +¢&, pozostate zmienne przestrzenne nie podiegignsformaciji, t'=t

(czyli W, =1, pozostate generatoly wynosz zero, X =0)
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— tu catly ruchu okazuje giby¢ ped kanonicznie spezony z & zmienry ¢, W
kierunku ktorej przesuwamy trajektgti W zasadzie omowiimy juz to zagadnienie
wczesniej, gdy stwierdziimy, ze pkd kanonicznie sprkzony ze wspotrgdna
cykliczna jest catlg ruchu.

2. Obrét w zwyktych trzech wymiarach (wsp@dnymi uogélnionymi g wspotrzdne
sferyczne a transformacja polega na niéskenie matym obrocie wokoét osi ,z”,
ktora ustawiamy wzdta osi zamierzonego obrotu, czyhi'= ¢ + £). Calka ruchu jest

skladowaz-owa momentu ¢du. Zauwamy, ze jest to szczegolny przypadek punktu
(I

3. Przesurrcie czasu cs (oznhacza to wykonanie catego ruchu w taki sam@&@pcae
0 czas¢ pdzniej) — catly ruchu jest funkcja Hamiltona.

Oczywicie stwierdzenia gje w punktach 1-3 wymagajsprawdzenia, co zalecamy
Czytelnikowi. Nie naley tez zapomina o tym,ze wymienione transformacje magnie
b y¢ (i na ogot nie g transformacjami symetrii dla danego ukfadu fizyego. Jeeli uktad
nie wykazuje symetrii translacyjnej (pkt 1) czy otmwej (pkt 2), to odpowiednie¢gy
kanoniczne nie g catkami ruchu. Jeli z kolei pole sit zaley jawnie od czasu (potencjat
zalezny jawnie od czasu), to przesgtie ruchu w czasie rownigopowoduje zmia@ dziatania
a funkcja Hamiltona nie jest cafluchu.

ZADANIE 7.1

Uogdlnij twierdzenie Noether na przypadek, gdy pagtywem transformacil,
wyznaczonej generatoranﬁ_lJ(q,t) [ X(q,t), catka dziatania zmienia ¢sico prawda

wielkos¢ rzedu &, ale zmiana ta wyta sk tylko przez wartéci wspotrzdnych na poczku i
na kaicu ruchu na zasadziectgj nas¢pujacym zwiazkiem:

(=)

= (a0 o] {qa) dee] & 1fadorofe).

=

Zadanie polega na udowodniente, catka ruchu, ktérej istnienie wynika z opisanyc

. , . o )
okolicznaci, ma posta d—q(g—gx) + LX- f.

ZADANIE 7.2

W zadaniu 6.1 obliczalny funkcg Hamiltona dla punktu materialnego poruszepag
si¢ wzdtwz prostej przecinagej sk z osh ,z”, nachylonej do niej pod ustalonymatem o i
obracajcej st wokot tej osi z zadanstah predkoscia katowa. Stwierdzilémy tam,ze funkcja
ta nie pokrywa iz energi mechaniczg punktu materialnego. Skonfrontuj ten wynik z @atk
ruchu zwizamp z symetra ukladu wzgtdem translacji w czasie (punkt 3 ostatniego
wyliczenia).

[}
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VIIl. PRZESTRZEN FAZOWA

Wiemy juz, ze konsekwentnie uprawiany formalizm Hamiltona paleg naspujacym
(przyjmiemy, z
ze funkcja Lagrange’a nie zalejawnie od czasu):

1. Punktem wyjcia jest funkcja Hamiltona-l(g(t),g(t)) bedaca ztazong funkcja czasu

(»ztozom”, bo za p@rednictwem 2s nieznanych funkcji p,(t),...,q.(t)). Zaktadamy,ze
znamy funkag Hamiltona danego ukitadu, co w praktyce - jak yuemy - ma@e oznacza
koniecznd¢ wezeniejszego odwotaniasdo formalizmu Lagrange’a.

2. Rozwhzania réwna Hamiltona, jako réwna rozniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzdu, otrzymujemy jako zal@e od 2s statych, ktore to state memy
zidentyfikow& z pocatkowymi (czyli odnoszcymi sk do pewnej chwilit,) wartasciami

funkcji p(t),...,q.(t).

Funkcje p(t),...,q(t) nazywamy wspotrzednymi fazowymi danego uktadu
mechanicznego a2s-wymiarowa przestrzé sparametryzowan wspotrzdnymi p,...,0
nazywamyprzestrzenig fazowa tego ukfadu. Ruch uktadu opisany jestdinv przestrzeni
fazowej (trajektor w przestrzeni fazowej). Zadanie punktu w przesirZazowe] maemy
traktowa jako zadanie pewnych warunkéw petkowych; réwnania Hamiltona
jednoznacznie wyprowadzajz tego punktu ,trajektogl. Zauwamy, ze ta krzywa w
przestrzeni fazowej, odpowiadap ruchowi fizycznemu, nie wymaga osobnego
parametryzowania jej przez czas: acapedy p i potozenia g znamy pedkosci ¢, czyli
wiemy w jaki sposob punkt przesuwa sizdtuz trajektorii fazowej, gdy czas ptynie.

ZADANIE 8.1

Udowodnij, ze trajektoria w przestrzeni fazowej nie reqrzecina samej siebie.

IX. UOGOLNIONA ZASADA WARIACYJNA

Wiemy juz, ze prawa mechanikiasrOwnowane zasadzie najmniejszego dziatania, co
udowodnilémy w przestrzeni konfiguracyjnej w ramach formalizrbagrange’a. Zachodzi
pytanie, czy w przestrzeni fazowej obgwruje podobna zasada.

Przypomnijmy reguly, na jakich zasada najmniejszeigmatania funkcjonowata w
przestrzeni konfiguracyjnej, sparametryzowanej nmyeni g,...,0.. Zadawalmy tam
dowolnie dwa punkty (poatkowy i koncowy) trajektorii, przypisuc im ustalone dwie
chwile czasu, i szuk&liny sparametryzowanej czasem liniczacej te dwa punkty i takiej,
aby dziatanie, &dace funkcjonatem zbioru funkcjg,(t),...,q (t), znalazto na tej trajektorii

swoj ,punkt” stacjonarny.
Nietrudno zrozumi& ze w przestrzeni fazowej podobna proba jest skazaema
niepowodzenie. Wynika to z tegee zadanie jednego punktu w tej przestrzeni wyznaaga
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trajektork; fizyczna wychodaca z tego punkttf, tak wicc dowolnie wybrane dwa punkty w
przestrzeni fazowej na ogot niezdena wspodlnej trajektorii fizyczne.

Sprébujmy wgc przelay¢ zasad wariacyjry, ustalom wczeniejw przestrzeni
konfiguracyjnej, na odpowiednprocedu¢ obowhzujaca w przestrzeni fazowej. W tym celu
przypomnijmy,ze wariacg dziatania, wynikajca z nieznacznej zmiany ruchu, wprowadzonej
migdzy ustalonymi punktamg,(t,),...,q (t,) oraz g(t,),...,q (t,), uglismy w postaci:

w=fafaqa

co maemy teraz zapisav zmiennych fazowych:

b b H . H
&= |olpg-H)dt=1| go 1———o0q———O0p |dt
Jolpa-+) I{g PPy Zoda- o EJ

L,

51

[t o s

51

-2 2l

Na podstawie wyprowadzonych wgj rowna Hamiltona stwierdzamy wt powtornie,
ze wariacja dziatania, goaca skutkiem dowolnych Wariacjﬁg(t), spetniagcych warunki

a(t)=oq(t,)=0 0O i zrealizowanych na funkcjacrg(t) opisupcych ruch fizyczny,
znika™. Ten wynik nie zaskakuije.

Nalezy pamktaé, ze na razie wariacje ¢dow 5E(t) s funkcjami w petni
wyznaczonymi przez Wariacjé'g(t), poniewa funkcje E(t) s jednoznacznie wyznaczone
przez funkcjeq(t).

4

Mozemy teraz dokorka pewnego uogolnienia. Definiujemy nowy funkcjonat
S[_c( ), ﬁ] , ktory zwyczajowo réwnienazwiemy dziataniem. Funkcjonat ten oftomy jest
na_niezalenych od siebidunkcjachq(t) i p(t) wzorem

S= tj( Po- H p ) dt

12 przez trajektok w przestrzeni fazowej” rozumiemy oktena krzywa w 2s-wymiarowej przestrzen{p,d) ,
w okreslony sposob sparametryzowgparametrent.
'3 Zauwamy, ze dla znikania rozwanej wariacji waruneldp, (t,) = Jp. (t,) = O nie jest konieczny
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i dla funkcji p(t), zwiazanych w zwykly sposob z funkcjam(t) , pokrywa st z dziataniem
fizycznym S[_c{ l)] Na podstawie przedstawionego gy rachunku mzemy na temat

funkcjonatu S[_c( ), b] wypowiedzié nastpujace twierdzenie:

Ruch fizyczny, opisany w przestrzeni fazowej fumkwaj g(t), p(t), jest ,punktem
stacjonarnym” dziatania S[_c(l)_pﬂ ﬁ] w klasie niezalinych wariacji op(t), oqft)
spetniajcych warunekd (t,) = dq (t,) =0 Oi .

Jak wida, tak sformutowane twierdzenie traktuje funkcigt) i p(t) w sposéb

niesymetryczny. Twierdzenie to pozostanie jednadwpziwe, jeeli na dowolne wariacje
funkcji p(t) natazymy warunekdp, (t,) = dn(t,)=0 0i.

Podsumujmy wjc. Pokazakmy, ze rownania Hamiltona rownovmae % uogoélnionej
zasadzie wariacyjnej: jeli dla dwoch dowolnie wybranych punktéw w przestizfazowej
istnieje takadczaca te punkty trajektoria fazowa opisana niezajeni funkcjamiq(t) i p(t),
ktora jest ,punktem” stacjonarnym uogdlnionego feiokatu dziaianiaS[_c(l),_pﬂ ﬁ] przy
warunkach dq(t) =dg(t,) =0, Jp(t)=9Jp(t,)=0, to trajektoria ta spetnia réwnania
Hamiltona, czyli opisuje ruch fizyczny. | na odwré&bzda trajektoria fizyczna w przestrzeni
fazowej, a w¢c taka, dla ktérej znikajwyrazenia (9_%] oraz (E+;’ﬁqj , jest ,punktem”
stacjonarnym uogolnionego dziatania dla dowolnyctwéch punktow tej trajektorii
traktowanych jako punktg(t), p(t), a(t,), p(t,).

ZADANIE 9.1

1. Rozwamy ukiad mechaniczny opisany niezalg jawnie od czasu funkg
Hamiltona H(oll ..... (oY o IO Q) . Zatbmy, ze ma onad szczeglla wlasn@¢, ze mana p

zapisé w postaciH = H[f(q,...,q,g,...,g) o ORI o BN ¢ 1% g] . Korzystgj z rébwna
Hamiltona udowodnijze w takim przypadku wiellkg f(ql ..... G0, pK) jest catlg ruchu.

2. Udowodnij,ze jezeli funkcja Hamiltona ma posta

H=H{f1[f2(ql """ AP H)’q+1 ----- I PR p] o Ao I oI ;}

to zaréwno funkcjaf, jak i funkcja f, sa catkami ruchu.

“Warto pamitac, ze skoro funkcjep(t) i q(t) traktujemy jako niezalme argumenty

funkcjonatu S[ q9.d b] , to interpretacja fizyczna funkcji(t) jako mdéw fizycznych staje
sig w tym kontekcie nieaktualna.
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ZADANIE 9.2

Poka, ze jezeli funkcja Hamiltona nie jest jawnie zatex od czasu, to jest catkuchu
Poréwnaj z poprzednim zadaniem.

ZADANIE 9.3

Rozwamy ruch opisany w przestrzeni fazowej, w ktorymKcja Hamiltona jest cai
ruchu. Niech podczas tego ruchu jedna ze zmienkgofiguracyjnych zaley monotoniczni¢
od czasu. Dla odidienia od pozostatych zmiennych konfiguracyjnychnazmy §

174

symbolem & przy czym %#O podczas ruchu. Tak w®d komplet zmiennych

konfiguracyjnych oznaczymy symbolamg( ¢). Podobnie komplet zmiennychegowych
oznaczymy — odpowiednio (, 7).

Wyruguj czas z roéwna Hamiltona, wypisanych dla tego kompletu zmiennych

fazowych, tak, aby zmienn& przegta role parametru ewolucji. Wskanowa funkcje
Hamiltona i poka, ze otrzymujemy w ten sposob nowy ukiad rowmtéamiltona, tym razeimn
dla zmiennych p,q), w ktérym pochodspo czasie zagbuje pochodna po zmiennéj.

Rozwigzanie:

Wypiszmy réwnania Hamiltona dla wégiowe] przestrzeni fazowej, w ktorej za
ewolucg czasowy odpowiada funkcja Hamiltoné (E’ 77,9,5) X

dg_aH e _H

dt  Jp’ dt '’
dp__H dn_ M
d  dq ' dt I

Rozwigzaniami tych rownasa funkcje

qn,  E= &),

q
p=pt), n=nt).

Rownania Hamiltona dla zmiennygh g przepiszemy w postaci

2|5
&%

"la.& p\ p, T "la\a. & pr
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dq _H (ﬁj‘:ﬁ H i=1..n
d ' dt ¥7)

¢ b q9,$,p\p, 77 P 9,$,p\ p, ng,f,g

dp __H (%jﬁ H i=1..n
; _ o _ > , ..
E mlg\qi!E!E’n— mIq\q Eipi ﬂgEE

Zatozylismy, ze funkcja Hamiltona jest catkuchu, czyli
H(g,f,i),n) =const= E

gdzie warté¢ statej E wyznaczona jest przez warunki patkowe danego ruchu. Oznacza to,
ze trajektoria, wykrlona w przestrzeni fazowej, znajduje¢ sha 2s—1 wymiarowej
hiperpowierzchni, wyznaczonej przez wadttostatej E. Zal@emy, ze maliwe jest
przeksztatcenie réwnania tej hiperpowierzchni dstpci

m=r{Ea¢.p).

Wybierzmy warté¢ wskanika i. Rozwamy nieskaiczenie mate przesugtie
(dp, d]'[) , wykonane wzdha tej hiperpowierzchni. Przyrosl()dp, d]'[) powinny wic spetnig
Zwiazek:

% dp +;ﬁ dr=0
. s
9.¢, P\ P, 7T ¢, P
czyli
H _H| dn
D, o d
q,$, p\p, 77 q,¢, p A

gdzie stosunek IZD]ICZde—g, zapisany jako pochodna, przyjmie pésta

& =£H(E,9f,£>
n i EJQIEIE\ pi

37



Otrzymane wyniki mgemy teraz podstawido ,pierwszej potowy” rowna Hamiltona,
co prowadzi do rowna

-1

Wl H =%[— E.q.&,p).

Rozwaajac w taki sam sposob parodzniczek (dq,dlﬁ przeksztatcimy pozostate
réwnania Hamiltona do postaci

D -2 sl

Rozwizaniem tego uktadu rownaw ktorym czas ji nie wystpuje (jego rod przept
parametr §), s migdzy innymi funkcje g :9(5) opisupce tor ukiadu w przestrzeni

konfiguracyjnej. Tak wic pierwotny parametr ewolucjt zostat zredukowany na rzecz
wybranej zmiennej konfiguracyjneg. Zauwamy tez, ze rok funkcji Hamiltona dla
zredukowanego opisu przgj(wzigty ze znakiem minus) go kanonicznie spkzony ze
zmienry &.

Procedura redukcji mie by¢ kontynuowana w przypadku, gdy zmienwmajest catlg
ruchu. Pozostag w klasie ruchéw o danej energii peamy z kolei sp&rod nich wybra
podklag ruchéw o danej wartgi funkcji 71, wskazé kolejma zmienra konfiguracyjra,
monotonicznie zalaa od aktualnego parametru ewoludjii na jej rzecz wyredukowaten

parametr. Przedmiotem otrzymanego w ten sposébuopisizie rzut trajektorii na
odpowiedna podprzestrze przestrzeni konfiguracyjnej.

Sledzic procedug wytaniania nowej funkcji Hamiltona, towarzygz kazdej redukcii,
tatwo zauway¢, ze kazdorazowo wprowadza ona do aktualnej funkcji Ham#tmows stah
(w opisanym wyej przypadku byta to najpierw stata a po niejn).

W zwiazku z tym warto zauwg¢, ze nie mamy podstaw do uznania za pewriilkgpis
Z wyciem czasut, jako parametru ewolucji, jest opisem najdoskaneis Nie sposob
wykluczy, ze opis ten jest piowocem nieznanych redukciji, jakich bezwiednie dakemy
uprawiapc fizyke w czterowymiarowej czasoprzestrze$imdem po tych redukcjach mogtyby
by¢ state obecne w tradycyjnych funkcjach Hamiltorakig¢ jak masy obiektow i stale
sprzzenia.

ZADANIE 9.4

Zilustruj schemat opisany w poprzednim zadaniu otoigc redukcji opisu dla prostego
uktadu mechanicznego, na przyktad omawianego wlsziautu ukénego w jednorodnyimn
polu grawitacyjnym.

Rozwigzanie:
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W roli wspotrzdnych uogoélnionych wybieramy karteagkie wspoétrzdne punktu
materialnego (© x niech ley poziomo a & y ustawmy pionowo). FunkgjHamiltona
otrzymamy w postaci

2+ 2
H= P *h +mgy
2m .

Jak wiemy, za wyjtkiem rzutu pionowego, wspokdna x rosnie monotonicznie, czyli
maoze wyshpi¢ w roli parametru ewolucj¥ w opisie zredukowanym. Rozwikhg zwiazek
H =cons = E mamy now funkcjc Hamiltona— 7

—ﬂE—pX=—(i\/2r‘r(E— mgy - 92)= H, -

(znak przed pierwiastkiem zaleoczywgcie od warunkéw poazkowych).

Zredukowane réwnania Hamiltona rag@osta:

dpy=_0Hred=_ng:>p=p —@X
dx 2% Py, S W
dy _Hes _ Py
dx b, »p,

a ich rozwazaniem jest tor punktu (parabola):

2
m
+pYOX_ gXZ'

X) =
y( ) yo px0 2p02

X. ,CIECZ" FAZOWA

Rozwamy uktad mechaniczny @ stopniach swobody. Przestfizazowa tego uktadu
niech Ilgdzie opisana wspotednymi q, p. Zadanie punktu w przestrzeni fazowej

rownowane jest zadaniu okinych warunkow pocgkowych: réwnania Hamiltona
wyprowadz z tego punktu jednoznaczirajektore i wyznacza czasow parametryzagj tej
trajektorii.

Z tej jednoznaczrimi wynika, ze trajektoria w przestrzeni fazowej nie fegprzecina
samej siebie (por. wcgeiejsze zadanie) a tal nie mog sic przecing dwie r&ne
trajektorie. Nie jest te mazliwe, aby dwie trajektorie spotkaty esiw jakims punkcie i
.zlepity” w jedna, poniewa roéwnania Hamiltona pozwatgajna jednoznaczne odtworzenie
trajektorii wstecz w czasie. Zauwray jeszczeze w petnej zgodzie z powsgzymi warunkami
pozostaje trajektoria w postaci zamitej petli. Trajektoria taka opisuje ruch okresowy (np.
ruch niettumionego wahadta).
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Wyobrazmy sobie teraz zespoOt niesiazenie wielu identycznych ukladéw
mechanicznych (identycznych, agwiposiadajcych wspdéla przestrzé fazows). Zakr&lamy
pewien obszaW, w przestrzeni fazowej i punkty tego obszaru trgty jako r&éne warunki
pocatkowe, zadane w pewnej wspoélnej chwili, dla niggkaonej liczby identycznych
uktadow mechanicznych. Wszystkie punkty wybranelgszaru dadg pocatek trajektoriom,
ktorych kace, odpowiadace dowolnej chwili péniejszej t, wyznaca inny, zaleny od
czasu, obsza¥\| w przestrzeni fazowej. Okazujezste obgtos¢ tego obszaru, rozumiana
jako catka

V(1) = [ dg...dg dp... dp
W,

nie zaley od czasu (chociajego ksztait bdzie s¢ na ogo6t zmieniat). Twierdzenie to nosi
nazwe twierdzenia Liouville’a.

Kazdemu punktowi (g,_p) w przestrzeni fazowej réwnania Hamiltona przypisu

odpowiedni ,wektor” uogoélnionej2s-wymiarowej pedkosci (9', _p).

Dla przyblizenia istoty twierdzenia Liouville’'a rozweny dywergeng tego
~wektorowego” pola pgdkosci:

I I

Twierdzenie Lioville’a wynika ze znikania tej dyvgemcji. Aby to zrozumie
rozwamy pole pedkosci czastek jakiej plastycznej substancji, cieczy Ilub gazu,
wypetniapcej przestrzeé. Dywergencja tego polagatkosci v, obliczona w jakind punkcie, to
granica

divv=|im1jmﬁ,
VooV §

gdzie V oznacza oljos¢ zmierzajcego do zera zamkiego obszaru otacz@ego ten
punkt, a catka brana jest po powierzchni tego aloiszaznacza wyptyw substancji z obszaru.
Wyptyw ten mae by rézny od zera tylko na dwéch zasadach: albo substand st (lub
znika) wewntrz obszaru, albo zmieniag¢sigestasé przestrzenna substancji (na przykiad
rozprzajacy sk gaz datby dodatni wyptyw). W przypadku przestrzixziowej trajektorie &
ciagte (nie urywaj sig, ani nie rodz sig nowe trajektorie.) Z tego, i ze znikania dywergegnc
wynika, ze gStas¢ przestrzenna punktow przestrzeni fazowej twoyzh obszaw, nie ulega
zmianie podczas biegu czasu a&aviez i objgtos¢ obszaruV, jest stata. Przedstawione tu
rozumowanie nie aspiruje do rangi dowodu twierdadrpuville’a. Poradny, rachunkowy
dowdd mana np. znal& w podeczniku Grzegorza Biatkowskiegblechanika klasyczna
rozdziat XX, 83. Przytoczymy go tu w oryginalnychnaczeniach, chociby dla jego urody.

A wigc za Biatkowskim oznaczymy wspoddne w przestrzeni fazowej symboladi,

i=1..2 (niech na przyktacf,,...& =q, &.y,..i&p = P). Tak Wicc Objgtos¢ dowolnie
wybranego, i ewolugcego z uptywem czasu obszaN) w przestrzeni fazowej zapiszemy w
postaci
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= [dé,..dé,, .

Obszar w przestrzeni fazowej, po ktérym wykonywaest ta catka, zmienia iz
uptywem czasu (nie zmieniagstylko jego obgtos¢, co wignie mamy wykazg. Dlatego

obliczanie pochodnejc(ij—\: wprost z wypisanej tu catki bytoby ktopotliwe. Mgy zapisé te

catke w taki sposob, aby obszar catkowania nie zal®d czasu. Z tegoe kazdy punkt
aktualnego obszarw zostat jednoznacznie wywiedziony z atomego punktu obszani,

wynika, ze obszarW, mazna jednoznacznie sparametryzéwaspotrzdnymi punktow
obszaruW,, ktore oznaczymy symbolaniX,,...,X,. i dla ich numeracjiayjemy wskanika
greckiego, np.X,, a =1,...,2s. Objtos¢ ewoluupcego obszaru memy teraz zapisaw
postaci catki po obszara4y, :

de t—ﬂf
X

a

V(t)= [|de

Wo

dX,..dX,, = [I(t)dX,..dX,, -

Wo

: .dv _ . . . dd
Badanie pochodneja sprowadza si do badania pochodnej jakoblanba?

(Wystepujace w jakobianie pochodnegstkowe o_o;f oznaczymy w skroci&, ,.)

a

dJ 2 d .
R L e

Skupimy s¢ teraz na pochodnej gztkowe] i Skorzystamy ze znanego z rachunku

macierzowego wzoru:

>a, d(;;tA) =g, detA,

a

(liczby a s3 elementami macierzyh), ktory staje s jasny, jeeli uswiadomimy sobieze dla
| #i lewa strona oznacza wyznacznik z macierzy uzygkangacierzy A przez zaspienie
I -tego wiersza wierszerh-tym.

Wz6r ten zastosowany do naszego przypadku zapiseepogtaci

zfla = i

Pomnamy go przezX,, i wysumujmy pol :
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XK, % & DA
X022 o, o, T2, e,

Podstawiajc ten wynik do wzoru na pochogljakobianu po czasie otrzymujemy

o"EoX

szalgla z

c.b.d.o.

XI. TRANSFORMACJE KANONICZNE

Transformagj kanoniczi nazwiemy kada zmiarg zmiennych fazowych

Q=qpay, P=Hpal,

po ktérej rownania Hamiltona, zapisane w pierwolnymiennych w postaci

przyjma w nowych zmiennych posia

so_slea) s dilmol

dt ~ oJP dt JQ

przy czym na razie nie precyzujemy, ggtostd powinna mié nowa funkcja Hamiltona .

Pokazakmy wyzej, ze rownania Hamiltona rownoumae $ uogolnionej zasadzie
wariacyjnej w przestrzeni fazowej. Naszgczenie, aby po transformac(ig, 9) - (B 9)
zachowany zostat ksztalt rowindlamiltona, mana wic wyrazt jako zadanie, aby opisgge
ruch, czyli zaléene od czasu nowe zmienne fazowe(_)(t):g[_c( t)_p(l)q

:I_D[_c( t),_dt),q byly punktem stacjonarnym dziatania w sensie dliignej zasady

wariacyjnej
&= th (PQ- H dt= 5] (Pde- Hdk=o0.
t ty

Udowodnimy,ze warunkiem wystarczagym na to, aby transformac(eE, 9) - (_P, 9)

byta kanoniczna, jest, aby istniata tzw. funkcjatmca F(g, Q t) , Spetniagca zwiazki
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i ze nows funkcja Hamiltona jest wowczas wielké

ﬁ(E,Q,t)=%+ H(p.a.1),

w ktdrej zmiennep, g powinny by wyrazone przez zmienn® i Q 15

Dowod:

Pokaemy, ze w wypadku spetnienia przestanek wymienionych vetszeniu, funkcje
P(t) i Q(t) spetniag rownania Hamiltona z funkgjHamiltona H .

Wiemy juz, ze warunkiem koniecznym i wystarczeym dla tego, aby funkcj@(t) i
Q(t) spetniaty rownania Hamiltona jest, aby znikata iaga funkcjonatu

t, t,
S':I(EQ— H) dt:j(_Pd_Q— Hd)t dla dowolnych wariacjioP(t), dQ(t) znikajacych na
t1

tl
koficach ,odcinka czasowegdt,,t,) . Wystarczy wic pokaza, ze jezeli funkcje p(t) i (t)

spetniaj rownania Hamiltona i istnieje opisana w twierdzefiinkcja tworaca, to znika
wspomniana wiej wariacja funkcjonatS' (zauwamy, ze znikanie kompletu wariacpp i

oq w chwilacht, i t, wymusza znikanie wariacpP i 6Q w tych samych chwilach). W
tym celu rozwaamy r@&nice

t;
s-s=[[ pder_Pde (T H g
t
Jezeli spetnione s przestanki twierdzenia, to

S- 8= j{—qd +£dQ+£dt:| TdF:F(g)—F(g)

=Fla(t,).Qt).t] - Hdt). Q). 4.

> Warunek ten wymaga komentarza. Fizyczne (czylinigiace réwnania Hamiltona) funkcjeE(t) i g(t)

indukuja (poprzez wzoryP = _P(_p,_q t) , 9 = Q(_p,_q t)) okreslona zaleznos¢ funkcyjra zmiennych P i

9 od czasu. Chodzi wt o to, aby wielkéci o"_q zalezaty od czasu tak samo, jak funkc}_e, za wielkosci

——— - tak samo, jak funkcjd® .

2Q
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Zauwamy, ze wyraenie to nie zmienia gi gdy dokonujemy zgodnych z prztgmi
ograniczeniami wariacji funkcijip(t) i g(t) (indukujpcych wariacje funkcjiP(t) i Q(t)),
poniewa wartasci funkcji F w chwilach t, i t, nie ulegaj przy tym zmianie. Oznacza to
dalej, ze stacjonarni dziatania S na fazowej trajektorii p(t), g(t) pocaga za sob

stacjonarné¢ dziataniaS' na indukowanej przez sitrajektorii P(t), Q(t),

c.b.d.o.

Zauwamy, ze jezeli transformacja kanoniczna, generowana przezdjriworzaca F,
nie zaley jawnie od czasu, czyli jeli F = F(g,g), to zwhzki migdzy nowymi i starymi
wspotrzdnymi fazowymi maj posta

Q=9(pg. P=HpnJ.

oraz zachodzi

czyli w takim przypadku nowa funkcja Hamiltona paaje ze starej przez zwykkmiarg
zmiennych.

Wréémy do wyraenia ledacego ré@niczka zupetry funkcji tworzacej F(g, Q, t)
pda- PdQ+(H- H di= o q Q).
Znajac funkcg tworzaca F(g, Q t) , mazemy, przez rozwiktanie réwinha

F o F
g

E: 0‘19’

odtworzy transformagj kanoniczm, ktorej ta funkcja odpowiada. | na odwrot: catkowea
tych réwna zwykle pozwala obliczyfunkcje tworzaca®®.

Funkcja F(g, Q, t) nie jest jedya funkcja tworzaca odpowiadajca danej transformacji

kanonicznej. Do formuly przedstawiagj r&zniczke funkciji F(g,(_), t) mazemy na przyktad
dod& obustronnie réniczkg wyrazenia PQ, co daje

pda+ QdP+(F- H = ¢ € a Q)+ P @ ap):

16 Jak si przekonamy, funkcja twosza nie zawsze istnieje.
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przy czym nowa funkcja twosza CD(g,_P, t) spetnia zwgzki

a(a,P.1
aq

p= P

9:

bedace zapisem tej samej transformacji kanonicznej. i@mamystu pozwala zauvsg® inne
mozliwosci:  odpowiednio dobierag sung iloczynéw zmiennych dodawan (lub
odejmowan) do (od) wygciowej funkcji tworzcej, otrzymamy inne funkcje twagee tej
samej transformacji kanonicznej. Mndganozliwych wersji funkcji tworzazcej ma znaczenie
w sytuacji, gdy nie wszystkie te wersje istaiej

ZADANIE

Rozwamy dwuwymiarovs przestrzé fazows sparametryzowan zmiennymi p,q.
Znajdz funkcjg tworzaca CD(q, P) transformacji P= p+ad, Q=q (stah a
wprowadzilémy dla uzgodnienia wymiarow). Spragyazy istnieje funkcjaF(q, Q) .

Rozwigzanie:
Korzystapc z wyprowadzonych wgj wzoréw na pochodne gztkowe funkcji

tworzacej CD(q, P) , mamy:

_®(qpP) _
p= A =P-aq , Q= P

Na podstawie tych dwoch rowimadtwarzamy funkej tworzaca:
¢(q,P)=Pq—%d’+ AR, oaP)=Pa+ G(d,
czyli
d)(q, P) = Pq—% q.
Funkcja tworzca F(q, Q) nie istnieje. Mamy bowiem formalnie

F(a.Q)=®(q g Q)- ¥qQ Q

ale wzoréw transformacyjnych

P=p+ad, q=Q
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nie da s¢ do kaica rozwikta& wzgledem zmiennychP i p dla uzyskania zvazkow

P=PaQip=naQ.

Mamy tu wikc przyklad sytuaciji, w ktérej nie istnieje funkcjaorzaca F(q, Q), a
pomimo tego transformacja jest kanoniczna (bo egeniinna funkcja tworxa tej
transformacji).

ZADANIE 11.2

Udowodnij bezpérednim rachunkiem,ze transformacjaP = p+a¢, Q=q jest
kanoniczna, czyli poka ze zachowuje postadéwnar Hamiltona:

5 _H[p(P.d.dRJ] QzOH[IO(P,Q),((P, J]
Q ’ » -

Dla ¢éwiczenia warto sprawdgi czy transformacjaP= pg+ad, Q=q jest
kanoniczna. (Nie jest.)

Rozwigzanie:

Nizej bedzie nam potrzebny zapis transformacji po rozwiklawzgledem starych
zmiennych:

p=P-aQ, qg=Q.
Obliczamy

R P d R
(pa) ﬁpp+0hq p+2aqQ, Q—dtQ(p,q)—ﬁpmohq—q-

Z drugiej strony powinno zachodzi

,__H[p(P.QaPQ)__Hbd_Hda__ . S = oo 4 ¢
P % >0 A0 4(-20Q)+ p=2a0q + p

Hp(P.Q (RG] _Had Ha ¢
ps o @ AP

Q=
c.b.d.o.

Podobny rachunek, wykonany dla drugiej transforimadg prowadzi do poniynego
rezultatu.
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ZADANIE 11.3

Udowodnij, ze transformacjaP = q, Q = p nie jest kanoniczna. Jakiej zmiany riali®
by dokon& w tej transformacji, aby byta kanoniczna?

ZADANIE 11.4

Udowodnij, ze zlazenie dwéch transformacji kanonicznych, obydwu paegcych
funkcje tworace danego rodzaju (npl.:(g, 9)), jest transformagj kanoniczm. Jaka jeg

—

funkcja tworzca tej transformac;ji?

Rozwigzanie:

Rozwaamy dwie wykonane “jedna po drugiej” transformada@@oniczne:

Q=qrg. P=Hpg

oraz

ktorym niech odpowiadajfunkcje tworace Fl(g, 9) [ FZ(Q, g) :

Nalezy przez bezpoednie wyliczenie pokaza ze funkcp tworzaca ziozenia tych
transformacji jest funkcjaF1(9,9)+F2(9,g'):F(g,g'). Zmienne Q znikap z funkcji
tworzacej F na nasipujacej zasadzie6s zmiennychg, p,Q P, Q, P zwazanych jest4s

wypisanymi wyej zalenosciami. Pozwala to (za wyikiem sytuacji osobliwych) na
wyrazenie wszystkichés zmiennych (w tym rownie zmiennych Q) przez wybranych2s

zmiennych, na przyktad przez zmieng&'.

Xll. RUCH JAKO TRANSFORMACJA KANONICZNA

Pokaemy terazze istnieje rodzina takich transformacji kanonicamyktore jak gdyby
wygaszaj ruch. Rozwaymy taka zalezna od czasuransformacgj zmiennych fazowychp,q

na zmienne P,Q, ktéra podczas trwania ruchu zmieniataby aktualvestasci starych
zmiennych p(t) i g(t) na ich wartéci pocatkowe P(t) = p, i Q(t) = g, . Udowodnimy,ze

transformacja taka jest kanonicznaei jej funkch tworzaca w wersji F(g, Q, t) = S(_q d )
jest dziatanie, obliczane dla ruchu fizycznego, pmxzynagcego st w punkcie ¢,
konczacego w punkciey i zajmupcego czad .
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Dowod:

Skoro S= S(_q_g, ) ma wysapi¢ w roli funkcji tworzcej, to liczby g, stop tu na
miejscu nowych zmiennyckd. Wystarczy wec pokaza, ze:

07

——=p(1),

ﬁ —
0"9 pO 1

=

a przy okazji zobaczymy, jak wygla nowa funkcja Hamiltond .

Dla dowodu poréwnamy dwa fizyczne ruchy, obydwazgaepce s w punkcieq, w
chwili t =0 a kaczace w chwilit — odpowiednio — w punktachy i g+Ag. Ruchom tym

odpowiadaj nieco ré@niace sg¢ wartcci catek dziatania, odpowiedni&€ i S'=S+AS.
Poréwnajmy je. Dziatani€€' jest r&ne od dziatanieS, poniewa ruch fizyczny zmierzagy
do osignigcia w chwili t punku g+ Aq musi odbywa si¢ po nieco innym torze i z innymi

predkosciami, niz ruch kaiczacy sk w chwili t w punkcie g. R&nice te, ldace funkcjami
czasu bigacegot', oznaczmy symbolamdg(t) i 5¢(t) . Mamy wiec'’

0 ¢l a
AS=|(AL dt= (—5q+—_ oq |dt
-([ -([ aq - Jdq -

t
LA d[d_] A
=1 Z6q-—2| Z|sqgldt +Z 59 = p(t)ag),
Jidg dtlaq) ™" " aq 90 Ay

bo wyraenie w nawiasie kwadratowym pod catknika na mocy rownalLagrange’a. Wida
stad, ze pochodna ecstkowa fizycznego dziatania po waito wspotrzdnych punktu
koncowego (t) wynosi p(t).

W podobny sposéb, porowngj dziatania obliczone dla dwoch ruchéw fizycznych,
obydwu kaczacych sé w chwili t w punkcie g(t) a zaczynajcych w punktachq, i

G, + Ay, sprawdzimyze

S

2= =—pl0)=-n.

o0 P

Pozostaje sprawdzi jaka postg ma nowa funkcja Hamiltona. W tym celu musimy
obliczy¢ pochodia czastkowy dziatania S = E(_q_g, ) (o ktérym juz wiemy, ze jest funkcj
tworzaca rozwaanej transformacji) po czasie trwania fizycznegohw od punktug, do

" Réznice AQ zamierzamy uczyninieskaiczenie mat, co sprawize rowndgé przyblizona stanie giréwnaicia
scisla.
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punktu q. Rozwaamy wkc dwa ruchy fizyczne, obydwa zaczyga st w punkcieq, a
konczace w punkcieq, ale trwagce — odpowiednio — czas i t+At, i poréwnujemy
odpowiadajce im dziatania:

t t+At t 0-‘_ 0-1_
As=[(ay) dt+ | Ldtzj(—59+—5gjdt‘+ L()At
t 0

0 aq 2q
A dfa a |
=1 5299 | e t+— L(t)At = p(t)dqt AL
ﬂﬂgd— dt'(o"gjdg}d ag (at = plad) + LYAL

Wielkosci dq i Ay biora sig std, ze ruch trwajcy czast + At odbywa s¢ po nieco

innym torze i z nieco innymi pdkosciami, niz ruch trwajicy czast. W szczegdélngi
wielkos¢ Jg(t) jest zwazana z tymze obiekt dobiega do punkiy dopiero w chwilit + At,

za& w chwili t jest jeszcze od punkig odlegty 0 Jqg(t) . Pozostaje teraz tylko zrozurjee
(1) = -¢g(t)At, co pozwala napiga
AS = -p(t)g(t)at + L(t)at = -H (t)at,

czyli

= —H(t) = H(t) - H(t).

Wnosimy sid, ze nowa funkcja Hamiltonad wynosi zero (tasamdaciowe zero!). Ten
wynik nie zaskakuje. Wargoi nowych wspétrzdnych nie zalga bowiem od czasu, czyli

) . oH . OH . . . .
Q=0, P=0. Oznacza toze Ezo | %:O, czyli ze nowa funkcja Hamiltona nie

zaleey ani od nowych wspotinych ani og nowych galow. Z rachunku, ktéry wkmie
zakaczylismy, wynika te, ze nie zaley od czasu.

XlIl. ROWNANIE HAMILTONA-JACOBIEGO.

Rozwaona wyej szczegolna, zatea od czasu transformacja kanoniczna, ktéra na
biezaco likwiduje skutki uptywu czasu, nie jest oczyaie jedyr transformagj kanoniczi o

tej wkasndci. Mozemy p bowiem ztay¢ z dowolmy niezalena od czasu transformagi
kanoniczn, ktora zapiszemy w ogolnej postaci

o=qlrg. e=p(eg

uzyskupc w ten sposob nawtransformagj, przy petnej gwarancjize w miag uptywu czasu
wartcsci zmiennychQ', P' nie lxda zalezaty od czasu, bo warol wspotrzdnych P=p, i

49



Q=gq, nie zmienia} sig podczas trwania ruchu. Oczyeie nowa funkcja Hamiltonad' tez

bedzie réwna zero, bd—~|'(E,g')= ﬁ[_P(Eg)_i_P_@] =0. W ten sposob dosgimy do

catej rodziny zalenych od czasu transformacji kanonicznych “kasygh” ruch w tym sensie,
ze wartgci nowych wspotrzdnych nie zalea od czasu, gdy stare wspaidne p,q zaleza od

czasu zgodnie z zasadami dynamiki. Tej rodziniasfia@macji kanonicznych odpowiada
rodzina funkcji tworzcych S"( q _Q) bedacych w kadym przypadku sumfunkciji

Saa i+ e Q)= Hao)

Wszystkie funkcje tworgce S"( q Q. b spetniag zwiazki

JS! oS =
——=-H(), ——=p(t =-P', = const
O, 5q =20 S5-=F

Zauwamy tez, ze nazwanie wspotednych Q'; “nowymi  wspotrzdnymi
konfiguracyjnymi”, a wspotrednych P, “nowymi pedami”, co sugeraj oznaczenia, jest
kwesth umowy, poniewa na przyktad transformacj® = —q, Q = p, polegajca na zamianie
rolami pdow i wspoétrzdnych konfiguracyjnych, tejest kanoniczna. Lepiej wé od razu

zrezygnowa z oznacze, ktére mog sugerowa konkretr, interpretacj statych Q',, Py i
napisg¢ S'= S' (_qc_r, )
Kazda funkcjaS" spetnia zwazki

= ZH(1), %:QJ):EU)’ %:g:oonst.

ﬂS"(;Q't)

Nietrudno zrozumi& ze powinno istnié podegcie do mechaniki, w ktérym zadanie
znalezienia ruchug(t), p(t) zostanie zagpione zadaniem znalezienia funkcji twgeej

jednej z takich szczegolnych transformacji kanomych. Podejcie to realizowane jest w
postaci rownania Hamiltona-Jacobiego.
Punktem wyjcia do napisania tego rownania jest gk

—=—H(t):—H[E(t),£(t),t] (przedstawione vigj rozumowanie nie wymaga
zatazenia, ze funkcja HamiltonaH nie zaley jawnie
od czasu, gt niezaleny argumentt w funkcji H)

Jak ju wiemy, réwnanie to jest spetnione nie tylko praezzegola funkcje tworzaca
S= S(_q_g, ) wyprowadzon w poprzednim rozdziale z fizycznego dziatania, efle/nie

przez kada inna funkcje tworzaca z rodziny funkcji tworacych S, o ktérych wyej
pisalsmy. Niech wec funkcja S wyskpujaca w powyszym zwazku bedzie jedm z tych
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funkcji (zgodnie ze zwyczajem opuszczamy znaczekiwdgnego prima), czyli niech
S= E(_qc_r, ) Powinno w¢c zachod#i

‘95(_2:—7' T) = —H(t), %qg’t):g(t), %:g:conﬁ

Komplety statycha i B sa tymi statymi, do ktorych wybrana transformacja émiczna
sprowadza biece wartdci potazenia i gdu.
Podstawiajc do funkcji Hamiltona gdy biezace p(t) w postaci pochodnych
#{ga
aq

czastkowych otrzymujemyréwnanie Hamiltona Jacobiegow jego klasycznej

postaci

s__[s
a " og

Jest to rOwnanie pdiczkowe czstkowe, w ktorym niewiadomjest zalena od s+1
zmiennych funkcjas(_qt). Catka zupetna tego réwnanigdaie zalena od s+1 statych.

Funkcja S(_q 9 wyskpuje w tym roéwnaniu wylcznie w postaci pochodnych, czyli jedna z
tych staltych musi by stah addytywn i jej wartas¢ — jak st nizej okaze — nie ma dla nas
znaczenia. Pozostate stale identyfikujemy ze statgm..,a,. Wiemy juz, ze istnieje cala

nieskaiczona rodzina transformacji kanonicznych ,kasygh ruch”. Przysipujac do
rozwiagzywania réwnania Hamiltona-Jacobiego nie wiemyeowiktérm z tych funkcji
tworzacych obliczymy — zaley to od sposobu, w jaki zorganizujemy sobie rackune
Znajdujemy § jako zalena od s statych dowolnycha,,...,a,, a pochodne @astkowe tej

funkcji po tych statych przyrownujemy do innychigth 3,..,.4.:

9. 90,4,

aa,

=4 k=1,...,s (wszystkie te pochodnegsikowe likwidup

stah addytywn, o ktérej pisaimy wyze)).

Zauwamy terazze nie ma znaczenia ktpr nieskaczenie wielu funkcjiS = E(_qc_r, )

obliczylismy. Otrzymalimy bowiem s rownal, ktore rozwiklujemy wzgidem q,...,q,
otrzymupc:

qk:qk(t,a1 ..... as,@,...p;) k=1,..5s.
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Statea,,...,a. .45 ,... 5, wyznaczamy z warunkow pagkowych. Rozwazanie rownania
Hamiltona-Jacobiego okazat@ svicc rownowane znalezieniu ruchu uktadd.

Warto jeszcze zwro€i uwag na maliwos¢é wystpienia sytuacji utatwiagych
znalezienie funkcjiS = S(_qc_r, )

: : . . . . 5
Jezeli funkcja Hamiltona nie zahy jawnie od czasu, to pochodnaa(sﬂ(owag =-H

jest stata (oznaczmy stah symbolem- E). Wynika z tegoze funkcjaS powinna w takim
przypadku zalge¢ od czasu w sposob nggtijacy:

S= V\,( Q. Q0. A g, 3— Et

gdzie st E mazemy albo bezpwednio zidentyfikowa z jedry ze statycha (tak wianie
uczynilismy w powyszym wzorze), albo te— bardziej ogdlnie — traktowaja jako
dowolm ustalor funkcje wszystkich statycha,...,a,, ktérej wartd¢ wyznaczona jest z
warunkéw pocatkowych, czyli

S= V\( Q... g,al,...as)— Bﬁa1 ,...as) t

W obydwu przypadkach réwnanie Hamiltona-Jacobiegmeghodzi w ,bezczasowe”
réwnanie dla funkcjW(q,...,q @, ... 0o, ,B lub W(q,,....q,, ..., )

- s3)

Kolejne udogodnienie ma miejsce gdy funkcja Hamétmie zaley jawnie od jednej ze
zmiennych konfiguracyjnych (niech zmienna bdzie zmiennag,). Na mocy odpowiedniego

rownania Hamiltona mamy wtedy bowienp, =0, czyli p,=const. Oznacza toze

_ 5 = const= 77 i dlatego funkcjaS przewidywana jest w postaci

Ps="7—
A,
S=W(a,,..9.,.a,...q,,7T,E)+ 1, — Et.

Réwnanie Hamiltona-Jacobiego rowhielegnie odpowiedniej redukcji i zawiera teraz
dwa state parametrg i E o wartgciach wyznaczonych przez warunki paikowe

H=H(0ﬂ,...,05_1,pl,...,ps_l,77): )—{q,...,qu, (qobﬂ 8 ) (gbl_lqs ),ﬂj:E.

'8 Nizej pokazemy przyktady rozwizywania réwnania Hamiltona-Jacobiego. Zagymay tam,ze znajdowanie

funkciji S(qc_r, t) nie jest konieczne dla znalezienia ruchu. Istotofes ruchu wynika ze wzorow-— = 5, w

oa
ktorych wystpuija tylko pochodne cstkowe funkcji tworzcej S, a te mog byé tatwiejsze do obliczenia od
samej funkcji S .
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Jego rozwizaniem jest zalma od s—1 zmiennych funkcjaV_V,,‘E(q,...,os_l),

zawierajca s—1 statych dowolnych. Skoro jednak funkdfd wyskpuje w rownaniu tylko
poprzez swoje pochodneastkowe, to jedna z tych statych jest statldytywrny. Pozostg
wiec s— 2 state dowolne, czyli rozwzanie zredukowanego réwnania otrzymamy w postaci

W :WH,E(qll""qs—llal""’as—z)EW(ql"'QS—l’all""as—Z'7T' E)

a rozwhzanie wyfciowego rownania Hamiltona-Jacobiego pozostajezmaledd s statych
a,....a,,,7n,E.

PRZYKLAD

Rozwamy punkt materialny w polu opisanym potencjatenymetrii sferycznejV(r).
Funkcja Hamiltona takiego uktadu ma we wspgdreych sferycznychr,,¢ post& (por.
punkt 3 zadania 6.1)

2 2

1 p P
H(r,ﬁ,¢,pr ;pg;p¢) =?n(pr2 + rl92 + r25|¢r]219] +V(r) "

Wypisujemy réwnanie Hamiltona-Jacobiego

(2 S kgl 2] |0

I korzystajc z tego,ze funkcja Hamiltona nie zatg od czasu i od wspokdne] ¢,

ﬁ—_
E_ H(r,:?,qﬁ,

@éﬂ_sj_ 1
& '98'9p)  2m

przewidujemy ksztatt funkcji twoszej S( r,79,¢,t,c_7) W postaci

S(r,z9,¢,t,a,7T¢,E):W( rd.a g ,Iﬂ+7z,;¢— Et

gdzie symbolamiz, i E oznaczylimy liczbowe, wynikajce z warunkow poatkowych,
wartosci statego pdu p, i energii.
Réwnanie Hamiltona-Jacobiego przyjmie teraz posta

a5 A ]

FunkcjaW zalery jeszcze od dwdch zmiennych, takewirozwhzania naleatoby w
zasadzie poszukiwajako zalenego od dwoch statych. Jakzjjednak pisamy wyzej (w
odniesieniu do petnej funkcjiS) jedna z tych statych musi bystah addytywr, bez
znaczenia dla naszych roziea. Tak wic funkcji W poszukujemy jako zateej od jednej
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tylko statej (jest to pierwsza z trzech statygh z ktérych druga i trzecia zostaty asamione
z E i 7n,), dla ktérej pozostawmy oznaczenie. Oczywicie rozwhzanie W , oprocz statej
a, bedzie te zawierato pozostate state, czyli i 7, jako tkdace elementem rownania

rézniczkowego dla funkcjiw . Nalezatoby wiec w zasadzie napiéaostatnie rownanie w
postaci

E=—
2m

1[N, c(1.9,0))" 1(MW, (rd.a)) 7
— > | t= t o2
o r V7% r<sin“$

]+V(r).

Zauwamy jeszcze,ze ksztalt rozwzanej tu funkcji Hamiltona dodatkowo utatwia
znalezienie rozwazania. Mamy bowiem do czynienia z przypadkiem, gdiya ze zmiennych
konfiguracyjnych (zmienna?) i sprzzony z nga ped kanonicznyp, a take zachowany w

tym przypadku pd p,, wyskpuja w wyrazeniu, ktore mee by wyodrgbnione w funkcji
Hamiltona (tu — w nawiasach cigtych)

H(r,9 - gt pre Py
r, 1¢1pr’pﬂ’p¢)_% pr +F pz? +m + (r)

I — jako takie — musi byyzachowane (por. zadanie 9.1). Takavilroga do ostatniej statej
jest tu krotka. Postulujemy bowiem ksztait funkdff w postaci (taka operacja nazywa si
separagj zmiennych i mge by stosowana w opisanych tu warunkach)

W(r,8)=R(r)+06()

I otrzymujemy rownanie Hamiltona-Jacobiego w pastac

S GO (R R

de(&)jz 7’
+—
dg sin® &

Skoro jednak Wyr’zaenie( =@ jest state, to mamy od razu
2

75
sin’ 9

G):G)a%(z?):j a- ds (plus pochodira z caltki nieoznaczonej stata

addytywna, o ktérej ju wiemy, ze okae sk
nieistotna)

oraz

a8 v,
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czyli

R .(n= j\/er( E- VM r)—%jdr (plus stata addytywna).

Ostatecznie wic poszukiwane rozwzanie rownania Hamiltona-Jacobiego ma posta
S(r8.6,ta.m.E)= R, (N+0,, @)+ mé- Et

Catek wystpujacych w powyszych wzorach nie optacagsoblicza. Funkcja S - jak
juz wiemy - zostaje bowiem wykorzystana do napisarsaréw

oS oS oS
oa P o R ETH

i dopiero po obliczeniu tych pochodnych astkowych (co zmienia charakter funkcji
podcatkowych) musimy wykora wszystkie catkowania, a naphie otrzymane wzory
rozwikta¢, otrzymupc ostateczne rozwazanie w postaci

r:r(t,a,n¢,E ,Aj,ﬁz,@)
9=9(t.a.m,.EB.5.8)
¢=¢(t.a.m.ER.B.B).

Wartcsci  széciu (2s=6) statych a,n,,E,3.5.6, obliczamy z warunkow
pocztkowych.

ZADANIE 13.1

Rozwigz rownanie Hamiltona-Jacobiego dla przypadkgstid w jednorodnym pol
grawitacyjnym, nadagym przyspieszenieg .

|

Rozwigzanie:

W polu jednorodnym tor @stki zawiera s w ptaszczynie wyznaczonej przez
predkos¢ pocatkowa i pion. Ograniczymy siwiecc do odpowiednio ustawionej ptaszczyzny
pionowej i w tej ptaszcznie wprowadzimy wspotkgine kartezjaskie x (0§ pozioma) .

1
Funkcja Hamiltona ma posta H(x, z,n, g) = pz+ pf) + mgz Wypisujemy

2m
réwnanie Hamiltona-Jacobiego

28 (5 v
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Funkcja Hamiltona nie zatg jawnie od czasu i od wspoddnej x, czyli rozwihzania
maozemy szuké w postaci

S(xz)=W zp E px Et

co odpowiada prz&fiu do rGwnania postaci:

Zm{px + 7 +mgz= E,

gdzie p, i E s stalymi wyznaczonymi przez warunki patkowe. Znajdujemy funkejW :

W(zp B=|di2mE p-2mge C

ale - jak ju wiemy - stata addytywn& nie ma znaczenia dla wyniku rachunkow. Funkcja
S(x Z R, E} ma wkc posta

S(xzt R, 3=j d72 mE p-2 Mgz ,px Et

i stad
oS p oS m
—=—|dz X +XxX= —=|dz -t=
X, / J2mE- p?- 21k gz A x / J2mE- p?-2m gz &
Po scatkowaniu mamy:
P ~ 7o _1 T _
ng\/2mE p’-2m gz x4 mg\/sz p’-2nMgz- £

Wyznaczamy warti statych 5. Niech dlat =0 zachodzix=0, z=0, Std

px 2 px py 1 2 py
=—2>./2mE- =—, =——/2mE- =2
A mgV T BT g A mgV - B mg

Wynik naszego rachunku e by¢ (po rozwiktaniu) przedstawiony w postaci:

2 2
z=27(x)= mg x[ PPy, —XJ (paraboliczny tor punktu materialnego),

2px2 m?g
Py, , 9t x
Z:Z(l):Fyt—g?, X:X(t):%t,
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w ktorej rozpoznajemy ,szkolne” wzory ghce do opisu rzutu ulkaego.
e e e 3 o0 e 3k e e ok

Jezeli za komplet statych, wygbujacych w rozwiazaniu rownania Hamiltona-
Jacobiego, przyjmujemyr,,...,a._, ,E (a wic wartg¢ niezalenej od czasu funkcji Hamiltona
przyjmujemy za jedmz tych statych), to podziat rol gdzy rownaniami

dS(q,..,q,al,...aﬂ,E,)=dV\( q,...9a, ,..0,, ,E_ B B
a0, = o, =4 k=1..s-1

oraz

d\N(o&,..psal '
oE

o"S(q,..,q,c;E,...ns_l,E,) “t=

jest nastpujacy:

* Pierwszychs—1 rownai nie zawiera czasu i wie ze sob s wspotrzdnychq,,..,q, .
Oznacza toze rOwnania te wyznaczajor w przestrzeni konfiguracyjnej, na przyktad w
postaci

a=a(a), &=aaq). . 6,=a.,(a).

* Ostatnie rownanie wie komplet zmiennychy,,..,q, z czasent . Podstawigc do
niego wszystkie zvazki q, :qk(os), k=1,...,s-1, otrzymujemy réwnanie pozwalag
obliczy¢ zalenos¢ g, =qt) a to z kolei pozwala na odtworzenie pozostatychkéji
a =q(t), k=1,..,s-1.

ZADANIE 13.2

W rozdziale péwieconym réwnaniom Hamiltona rozadywalismy zadanie polegaje
na wyeliminowaniu czasu z opisu ewolucji uktadwdéznego na rzecz jednej ze zmiennych
konfiguracyjnych, ktéra przejmuje jego ¢olWska odpowiedma procedu¢ w ramach
formalizmu Hamiltona-Jacobiego.

Rozwigzanie:

Przgledzimy proces redukcji czasu od patkzi. W przypadku ustalonej energi
réwnanie Hamiltona-Jacobiego

s [&
a = M| g

(gdzie indeks(t) obok funkcji Hamiltona przypominae jest to funkcja odpowiadgja
parametrowi ewolucjt ) zostaje zagpione rownaniem
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oW
ktOre zapiszemy w rozwigliej postaci ze wskazaniem rnazmienrny, q, ktéra przejmie ra
parametru ewolucji (niech tagtizie zmiennag,, ktorej nadamy oznaczeni) i na sprgzony

z ta zmienny ped kanonicznyp,, ktoremu nadamy oznaczene

oW W oW
E= HLU& L O Ko N o Y f}.

Rozwiktujemy to réwnanie wzgtlem 72, czyli wzgkdem ——, otrzymupc

%

MW _ [ow  aw | Jaw aw

Wynika z tegoze zmienna— nn przegta role funkcji Hamiltona dla parametru ewolucji
&. Ostatnie rownanie jest gd rownaniem Hamiltona-Jacobiego dla opisu zredukeaga

oW W W
0"—5 == —H(g){a,...,j |q11'-"05—1 E ’E:|

Jezeli nowa funkcja Hamiltona nie zake jawnie od zmiennejé (a jest tak, jeeli
niezredukowana funkcja Hamiltona nie zalka od tej zmiennej), to mamy otwadrog; do
kolejnej redukcji.

3k 3 3 % 3 % K 3% ek

Rozwaona przez nas rodzina transformacji kanonicznydhdsks¢ z transformacji
bedacych zi@eniem szczegdlnej transformacii, ktorej funkdworzaca jest dziatanie

S= S(_q_g, ) z dowolr, niezalena od czasu transformagcjkanoniczma. Nowa funkcja

Hamiltona jest w takim przypadku zawsze rowna zero.

Ograniczymy si teraz do przypadkéw, w ktérych waséofunkcji Hamiltona H jest
calka ruchu, czyli takich, dla ktorych zachod%izo . Rozwaymy klag; transformaciji

kanonicznych, ktére - jak sizaraz przekonamy - réwrieupraszczaj opis ruchu, chocia
tego ruchu nie “zatrzymaij, jak to byto w przypadku tych wgj opisanych. Transformacje te

(jest ich réwnie nieskaiczenie wiele) generowane przez funkcjeW(_q,g), z ktorymi

spotkalsmy sk juz rozwiazujac réwnanie Hamiltona-Jacobiego, czyli przez funkcje
wystepujace w rozkiadzie

S(q,...,q,a'l,...aS ,I)= V\( d,..9a, ,..a's)— [Eal ,..a;) t
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Jak juz wiemy, szczegolnymi przypadkami takich funkcji fsinkcje wystpujace we
wzorach

S(q,...,q,al,...asrl,E,): V\( q,....9a@, ,..q, ,E— Et
gdzie rot jednej ze statyclmr petni stata wart@& funkcji Hamiltona.

Pozostaniemy jednak teraz przy tym ogolniejszyntiuji zbadamy skutki wykonania
transformacji kanonicznej, ktorej funkciworzaca bytaby funkcjaW(g, Q), gdzie wielkdci
a niech wystpuja w roli nowych gdéw'®. Transformacja taka - w odndieniu od
transformacji generowanej funhcjs(g,g,t):w(g,g)—E(g)t - nie zaley od czasu, w

zwigzku z czym nowa funkcja Hamiltona rownadhaie starej funkcji z podstawieniem
nowych zmiennych. Wielkei a to oczywicie ,potowa” nowych zmiennych - na tym etapie
rozumowania nie wiemy jeszcze, czydh one state, poniewarozwaamy teraz ing

transformagj kanonicz, niz ta, dla ktorej funkg tworzaca byta funkcja S( qa, t) Reszta
nowych zmiennych, to pochodne

(RSN
1
Sk

O ich ew. zalenosci od czasu tejeszcze niczego nie wiemy.
Omawianie zalenosci wspotrzdnych (Q, ﬁ) od czasu zaczniemy od wsp@hnych

,pedowych” @ . W tym celu wrécimy do dzia’faniS(_qg, T) i przypomnimy sobie zwiki

55(22' )

a(aa)

2q

= p.
Zatdzmy, ze zwizki te mana rozwikt& wzgledem statycha , otrzymupc relacje
a=a(p(t), o),

ktore & zapisem stwierdzeniage zmienne fazowég,g) zaleza od czasu w taki sposobe

wielkosci a s state (czyli § dynamicznymi catkami ruchu). Zauwray jednakze wielkasci
a spehniaj doktadnie te same relacje:

¥Tak wigc funkcja tworaca W jest funkcj typu CD(g,_P) :

59



czyli
&(p.g)=a(p.g=const .

Tak wigc nowa transformacja kanoniczna, o funkcji tvaoe W(gi), prowadzi do
tych samych nowych zmiennychkegowych, co zalena od czasu transformacja o funkciji
S( qa, r)

Pozostaj do zbadania zmienné. W tym celu odwotamy sido funkcji Hamiltona po
transformacji (9’9) - (Q,é). Skoro transformacja nie zale od czasu, to
ﬁ(é,é)=H(E(é,ﬁ~),g(Q,é)) a réwnania Hamiltona, zapisane w nowych zmiennych,
prowadz do nastpujacych wnioskow:

. oH ~(~ 2\ s M = _
0=g=—p% = A(a.B)=H(@) = 55 =L =const =w
= BAU)=wt+d  i=1..s

Ruch w nowych zmiennych opisany jestewipedami, ktore g catkami ruchu i
wspotrzdnymi, ktére rosa liniowo z uptywem czasu.

SzczeglOlnymi  przypadkami omawianych tu transforinadéanonicznych s
transformacje generowane funkcjaW(ql,...,qs,al,...,as_l,E) (ten zapis, czyli oznaczenie
a,,...a.,,E zamiasta, jest uzasadniony na mocy pawsyego stwierdzeniae a=a).
Nowa funkcja Hamiltona pokrywa ¢situ z jedm z nowych zmiennych gaowych,
wspotrzdng konfiguracyjm, sprzzona z tym mdem, jest czas (ktory istotnie e liniowo
wraz z uptywem czasu” z bezwymiargwpredkoscia” rowna jeden), pozostate zmienne
konfiguracyjne S nie zmienia si¢ z uptywem czasu (odpowiadam zerowe pgdkaosci), bo
dlai =1..s-1mamy

p== =0; i=1..s-1, pB,=t+d

aa,
(o A2 (Do SR o Y =

(tu i dalej porzucikmy zapis a,p na rzecz a,p).
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XIV. WSPOLRZEDNE KAT-DZIALANIE (zastosowanie do rozggywania réwna ruchu).

Szczego6lnym przypadkiem kompletu wspétaych (c_r, g) s tzw. wspotredne kat-

dziatanie.
Zanim je omowimy, pokaemy udogodnienia, ktére ujawniagic w przypadkach, w
ktorych rownanie Hamiltona-Jacobiego separujengigledem wszystkich zmiennych.

Najprostszy przypadek separacji zmiennych zachededy, gdy struktura funkcji
Hamiltona pozwala napiéa H = H[fl(ql, pl),..., fs(os, ps)] . Jak ju wiemy, poszczegodlne
funkcje f, ;3 wtedy catkami ruchu:

fla p)=an - f(a.p)=a..

W tej sytuacji jestemy upowanieni do poszukiwania rozazania S( _qc_r) réwnania
Hamiltona-Jacobiego w postaci

saa)=> W aa)- fa,..a) t
i=1
gdzie poszczegolne sktadniki funkcji twacej S mog by¢ znalezione z rowra

Nie jest to jednak najbardziej ogolny przypadek aimoajacy catkowit separag
zmiennych. Gdyby funkcja Hamiltona miata na przygk&ruktue

H = H[f,(q, P, F.(a PY), fo(r Ps)veess Fo(0sr P

to rownanie wyznaczage funkcg V\(L( q,al) miatoby postéa

ale juz dla funkcji W, mielibys§my réwnanie

fz(%’dNZ((:;—éjl’aZ)’aJ =a,

tatwo wyobrazé sobie inne, bardziej ztone struktury wewstrz funkcji Hamiltona,
ktére jednak pozwalajna dokonanie catkowitej separacji zmiennych. Abyowie zawzat
ogoIngci naszych rozwen przyjmiemy, ze zbidr argumentow kdej funkcji W maze
zawierd (oprocz zmiennef} ) caty komplet statychy,,...,a..

S
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Skiadniki W funkcji tworzcej s wigCc rozwhzaniami powyszych rowna (poprzez
zwykie catkowania po pojedynczych zmiennygh.
Majac obliczone funkcjeM(q,c_r) , 1=1,...5, maemy znaleé¢ ruch. W tym celu

obliczamy funkag W(g,c_r) = z W( q,c_r) i teraz:

a(aa) _
da, A

gdzie - jak jiu wiemy — zmiennef s liniowymi funkcjami czasu:4(t)=wt+4, a
wspotczynnikiw, obliczamy, znajc zalenos¢ funkcji Hamiltona od statyclar 20

oH(a)
oa.

:ﬁ.:\/\/i_

Sytuacja, omowiona w tym zadaniu, jest oczpmM szczegoOlnym przypadkiem
opisanego  wczmiej znajdowania ruchu za  pompoc funkcji  tworzcej

W(g,c_r) = E(_qc_r, )— Ea) t Pokazalimy tu tylko, jak mazliwosé uproszczenia procedury
mamy w przypadku separowalnej funkcji Hamiltona rGgzczenie w wyliczaniu funkciji
W(g,c_r) polega na tym,ze rachunek sprowadzag¢sdo wyliczania zwyklych catek po
pojedynczych zmiennychy ).

3 3t 3k 3% 3 3 Nk 3 e 3k 3k Sk

Wspotrzdne kat-dziatanie wprowadzamy dla takich, opisanychzejy separowalnych
uktadow, w ktérych pdy s1 okresowo zmienne a wspdddne przestrzenne ograniczone
(ruchy drgagce, knzenie planet itp.). Zmiennymi dziatanlg,...,| ; nazywamy wartei catek

S

! =%T§3pi(q'6_’)dq'

wykonanych po takim zakresie zmienngj, ktory odpowiada powrotowi zmienng) do

wartasci wyjsciowej. Caiki te obliczamy, podstawagjdo nich pdy wyrazone jako pochodne
odpowiednich sktadnikow funkcji twoszej:

1 (MNlg.a .
Iizﬁ§#dq’ 1=1.., )

w wyniku czego otrzymujemy zazki

20 Zaleznos¢ ta zostaje ustalona na samymepst, gdy stwierdzamy separowasddunkciji
Hamiltona wzgédem wszystkich zmiennych

62



ktore — za wyjtkiem szczegolnych przypadkow — mdgy¢ rozwiklane do postaci

Wielkosci 1 s3 oczywicie state. Funkcja HamiIton&l(c_r) maoze by wyrazona jako
funkcja H(l), a wielkaci 1 potraktowane jako gy pewnego nowego zestawu zmiennych

kanonicznyci(l, Q) :

ZADANIE 14.1

Rozwamy transformag zmiennych (9’9) - (I_DQ) ktéra jest zadana w spogob
niekompletny wzoramiE:_P(_p). Oczywicie brakuje zwizkéw ng(_p_a). Czy mana
dowolny zadany komplet #diczkowalnych zwizkéw _P=_P(_p) tak uzupelni odpowiednic

dobranymi zwazkami Q = 9( P _@ , aby uzyskatransformagj kanoniczi?

Zwiazek tego zadania z kbigcym wyktadem jest jasny: chodzi o to, czy zawshsiége zestaw zmienny¢h

¢(t) , ktére wraz z zestawem nowyckddw | = I_(c_r) utworz komplet zmiennych kanonicznyn(H_,¢) .

Rozwigzanie:

Skonstruujemy funkej tworzaca F(p, ) transformacji, ktorej c#cia sa zadane

zwiazki P = _P(_p) . Musi zachodz:

Warunek ten spetnia funkcja F(E’ ) = —Z Fﬁ(_@ Q, azwazki

~ #(pg @y
T 2, O

uzupetniag nasza transformagj do transformaciji kanonicznej.

Wracamy do wykiadu. Oczydgie kdy P z ostatniego zadania, to stafe,

wspotrzdne Q utazsamiamy z¢, wspotrzdne g to liniowe funkcjeg(t), amdy p to
zestaw statychw , czyli:
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F(Q’Q):_Zli(QMi' Ii(a)_ oF ﬁk__d:(g’g) di(g)¢i

T 0g, - da, :Z‘ aa,

Wida stad, ze wspotrzdne Q(t) beda kombinacjami liniowymi zalenych liniowo od

czasu wspotnych g(t) (ze wspotczynnikami kombinacji, ktére oma obliczy¢, znajc

zestaw funkcji Ii(c_r)). Wspétrzdne ¢ sa zatem rownig liniowymi funkcjami czasu
(pozostaje to w zgodzie z tyme funkcja Hamiltona zahy tylko od statych pddéw 1):

¢i:a1t+¢l0 i:ZL...,S,

gdzie czstaici kotowe ¢, , rowne ¢, obliczamy z réwn&Hamiltona

Prosty obraz ruchu, opisanego we wspghg/ch lkt-dziatanie (lf) trzeba jeszcze

przetaey¢ na opis we wspokzinych wygciowych (9,9). Procedura prz&gia jest
standardowa: zwrek mgdzy obydwoma zespotami zmiennych zapisany jest mkdj
tworzacej W(g,l_) transformacji wiazacej te dwa komplety zmiennych fazowych.

Aby odtworzy te funkcje, musimy wréat do funkcji tworzce;j W( g,c_r) transformacji

(E’E‘) - (g,g), od ktorej zacgismy drog do zmiennych #&-dziatanie. Mielmy tam

funkcje Hamiltona, pozwalaga na peta separag zmiennych (trzeba wragido tamtych
wzoréw i przyjrzé sie im). Po zidentyfikowaniu w funkcji Hamiltona kongtl catek ruchu,
ktorych wartdci oznaczylimy symbolami a,,...,a,, napisaémy tam seg s oddzielnych

wzorow pozwalajcych na obliczenis sk’radnik(’)wW( q ,c_r) funkcji tworzcej W(g,c_r).

Skorzystamy teraz z wynikéw ostatniego zadaniaalilisiny tam,ze funkcja tworzca
F(E,Q) transformacji kanonicznej prowag®j od kompletu starych zmiennyc(@,g) do

kompletu nowych zmiennycr(E,Q), ktérej czscia bylyby wzory E=E(E) maoze by
wybrana w postaci:F(E,Q):—ZPi(E)Qi. W tekicie zadania byta zapowigd ze
wykorzystamy ten wynik do uzlupe’fnienia transformazgadane) ,w potowie” wzorami
1 =1(a), czyli przejcie (p,q) - (P,Q) bedzie w naszym rozumowaniu oznaczato piziej
(@.8) - (1,¢). Funkcja tworaca tego przéfia, ktéra w zadaniu wysita pod postaei
F@,Q):—ZR(B)Q przygta w zmiennych, ktére nas intereguj formg:

W'(g,g): ->"1,(a)¢, . Funkcja tworzca VT/(g,I_), ktérej szukamy, odpowiada za zémie

transformacji od wyjciowych zmiennych(g,g) do zmiennych(L,Q). Musimy wkc teraz
znalez¢ funkcje tworzaca transformacji powstagej] w wyniku zi@enia transformacii
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(E,g) - (g ,8) (realizuje a funkcja tworacaW(g,c_r)) z transformagj (c_rﬁ) - (I_Q) (za ni
z kolei odpowiada funkcja twoa;zaW'(g,Q) =->1,(a)s,).

Zauwamy, ze dla pierwszej transformacji kanoniczr(q_j), 9) - (c_r,g) dysponujemy

funkcja tworzaca W(_q,g) okreslona w zmiennych {stare wspoigdne g, nowe pdy a }, dla
drugiej z& transformacji(c_r,ﬁ) - (I_Q) znamy funka tworzaca W(c_rg) czyli zadan w
zmiennych {stare @y a, nowe wspotrzdne ¢}. Dlatego musimy rozvaza kolejne

zadanie, w ktérym pokamy, jak z tych funkcji tworgych ,réznych typow” odtworzy
funkcje tworzaca W(g,l_) ztozenia obydwu transformaciji, olkdlena w zmiennych {stare

wspotrzdne g, nowe rdy | }.

ZADANIE 14.2

Wykonano kolejno dwie transformacje kanonicz@::g) - (EQ) - (EQ)
Dla pierwszej znamy funkejtworzaca F(g,E'), dla drugiej — funkgj F(BQ) a szukamy
funkcji tworzacej IE(g,E) realizupcej ztazenie obydwu transformacii.

Rozwigzanie:

Zachodz zwiazki:

pdg+QdP =dF(g,P)
-QdP - PdQ=dF'(P.Q)

Dodapc te zwazki stronami dostajemypdq-PdQ=d(F +F') . Tak wikc funkcja tworzaca
® transformacji zteonej, wyraona w zmiennych(q,Q) bytaby sum: ®=F+F".
Szukamy jednak funkcji twoszej E(g,E) tej transformaciji, czyli w wersji zataej od

zmiennych(g,E). Zwiazek miedzy funkcjamlE i @ jest jednak znany:

dd)(g,g) = pdg-PdQ (dodajemy do obu stronzmiczk iloczynu PQ)

d(®+PQ)= pdg+QdP=dF(qP), czyli F=d+PQ

Ostatecznie wic poszukiwana funkcja twogea to F=F+ F'+PQ, wyrazona w zmiennych
a.p).

3 3 3k 3k 3 3k % 3% ke Sk 3k

Wracamy teraz do naszych poszukiw@statecznej funkcj (q,l_). Wynik ostatniego

zadania pozwala napisa
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Tak wiec szukana funkcjaﬁ(g,l_) jest rowna funkcji tworgcej pierwszej transformacji

kanonicznejvv(g,g) Z podstawienienar = c_r(l_).
Wracamy do kompletu catek ruchly,..., f., dla ktdrych zachodzwzory

Mozemy te wzory przepigan postaci

A (g;,a(l ))j . ( oW(q,_l)J
filg,———|=a\l), czyli f|gq,——|=all

.(Q. A (1), czyii fq p (1)
Ostatnie zwizki, po rozwiktaniu i scatkowaniu, pozwadapa wyliczenies funkcji VT/I (qi ,I_).
Majac funkcg tworzaca VT/(g_I) = 2\7\(( q,_l) wypisujemy standardowe zawiki:

:d\/T{(q,J) =p i=1..s

X,

l

g 2

Ryl

Zwiazki te — po rozwiklaniu — pozwalgna wyraenie zmiennycl(g,g) przez zmienne

(1, Q) , ktérych zalenos¢ od czasu juznamy.

ZADANIE 14.3

Znajdz wspotrzdne kt-dziatanie dla jednowymiarowego oscylatora harropnégo i 4
metod, oblicz ruch.

Rozwigzanie:
(w ramkach podano odpowiednie zuki z poprzedzagego zadanie opracowania teoretycznego)

Mamy tu jeden stopfeswobody, tak wic problemu separacji zmiennych nie ma, a caty
Hamiltonian jest funkej f(p, q) (por. oznaczenia w opracowaniu teoretycznym):

p* kg

H(IO,Q)=%+7-
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W roli zwiazanej z § funkcja jedynej stateja wystapi oczywicie wartg¢ energii E.
Pozostaje znaké zwiazek medzy ta stat i wspoOtrzdng ,dziatania” |

| = %fp(q, E)dq.

-A

Scatkowalémy tu po potowie okresu (wychylenie zmienia ed A do +A) i stad n zamiast
2n. Ped p(q, E) zZwiazany jest z funkajtworzaca W(q, E) zaleznoscia

pla EF% :

Wartai¢ tej pochodnej obliczmy ze wzoru

o (s

kolejne podstawienia, to:

[k ,
14 ke —2Eq— W, W=sinp. -
|=—[.|am E-=-|dq= o =B,
m’, Wartas¢ amplitudyA wazemy, k
KA?
z energi:T =E.

Tak wiec

_g |M L =1(a), i=1..s
=g (@

Do obliczenia wspéiczynnikaw, odpowiedzialnego za szybdo przyrastania
wspotrzdnej katowej” ¢ = at + ¢, kanonicznie zwizanej ze wspotn ,dziatania” |,
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musimy mi€ funkcje Hamiltona wyraona przez |, bo — jak pamitamy — ¢ :aHa—l(l) (jak

wiemy zmiennagp w Hamiltonianie nie wyapi):

k

H(I)=E(l)=1,—.

(=€) =12
Tak wiec wspétczynnikiem . jest w tym przypadku zwykla egtas¢ kotowa

/ k
oscylatora,|— .
m

W zmiennych hgt-dzia’fanie(l ,¢) ruch opisany jest wc zaleznosciami:

|(t)=§=const, #(t) =at +¢,, gdzie w:\/%

W dwuwymiarowej przestrzeni fazowej oczekujemy dwdéstatych wyznaczonych
przez warunki pocgkowe i g nimi E oraz ¢, .

Powinnémy teraz wrddl do ,starych” wspotrgdnych (p, q). Zwiazki migdzy
kompletami wspotrgdnych fazowych generowane grzez funkaeg tworzaca, czyli w naszym
przypadku przez funk@jW(q, E) = \7\( q ) Po jej obliczeniu (zrobimy to 7)) skorzystamy
ze standardowych zwakdw:

Funkck tworzaca W(q I) obliczamy, rozwizujac réwnanie raniczkowe:

L
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dg . k
= arcsin,|—q.
k o 2lw

1_7
2lw

W _ [mw!
¢(t)_6‘1+¢0_d - ZIJ.\/
Stad po rozwiktaniu wzgidemq:

q(t) = \/?sin(ax + ¢0) .

Dla kompletu:

_ W _ _ kgt
P="4 '\/2”("‘) 2]'

czyli po podstawieniu funkcjg(t) :

p(t) =v2miwcodwt + ¢,) .

W zasadzie moa uzna, ze zaprezentowana tu metoda rogayivania problemu
jednowymiarowego oscylatora harmonicznego nie ayalelo najprostszych. Przykiad
oscylatora wysipit jednak tylko w roli ,krélika déwiadczalnego” i pozwolit na prékedzenie
funkcjonowania procedur.

3k 3t 3k 3% 3% 3 3k 3 e 3k 3k ek

Znaczenie wspotednych kat-dziatanie ujawnia siw przypadkach, gdy podczas ruchu
funkcja Hamiltona podlega powolnym zmianom steroymamprzez wolno zmienny parametr
zewretrzny A. Podczas zachodzenia tych zmian energia nie @siwiscie catly ruchu.
Niezmiennikiem adiabatycznymnazywamy tak funkcje energii i parametru zewtrznego
A, ktéra pozostaje stata pomimo zachgmyzh zmian. Dowodzi gj ze wspéiredne J s
niezmiennikami adiabatycznymi.
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